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Capítulo I 
 

 

Ao trabalhar com um sistema de equações lineares, somente os coeficientes e suas 

respectivas posições são importantes. Ao reduzir o sistema à forma escalonada, é 

essencial manter as equações cuidadosamente alinhadas. Assim, esses coeficientes 

podem ser eficientemente arrumados numa disposição rectangular chamada matriz. A 

menos que se diga o contrário, todos os elementos das matrizes pertencem a algum 

corpo K , arbitrário mas fixo. Aos elementos de K  chamamos escalares. Podemos 

supor, por exemplo, que K  é o corpo real ℜ  ou o corpo complexo C . Os elementos 

de nℜ  ou nC  são representados por vectores linha ou vectores coluna, que são casos 

especiais de matrizes. 

 

Matrizes. 

 

Seja K  um corpo arbitrário. Uma disposição regular da forma   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22221

11211

 onde os ija  são escalares em K , é chamada matriz sobre K , 

ou simplesmente matriz, se K  está implícito. A matriz acima é também notada por 

( )ija , mi ,,1…= , nj ,,1…= , ou simplesmente por ( )ija . As m  n -uplas horizontais 

( ) ( ) ( )mnmmnn aaaaaaaaa ,,,,,,,,,,,, 212222111211 …  são as linhas da matriz, e as n  

m -uplas verticais 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

mn

n

n

mm a

a
a

a

a
a

a

a
a

… 1

1

2

22

12

1

12

11

,,,  são as suas colunas. De notar que o 

elemento ija , chamado elemento ij  ou componente ij  aparece na i -ésima linha e   

j -ésima coluna. A matriz com m  linhas e n  colunas é chamada uma matriz do tipo 

m  por n , ( )nm× ; o par de números ( )nm,  é chamado o tamanho ou forma. 
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Exemplo – A matriz ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
250

431
 é uma matrix 2 por 3. As suas linhas são 

( )4,3,1 −−  e ( )2,5,0 − . As colunas são ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
5
3

 e ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 2
4

. 

 

As matrizes representam-se normalmente por maísculas A , B , …  e os elementos do 

corpo K  por minúsculas …,,ba . Duas matrizes A  e B  são iguais, BA = , se têm a 

mesma forma e se os elementos correspondentes são iguais. 

 

Exemplo – A igualdade ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
++

41
532

wzyx
wzyx

 é equivalente ao seguinte sistema 

de equações: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−
=+

=−
=+

4
52

1
3

wz
wz

yx
yx

. A solução do sistema é 2=x , 1=y , 3=z  e 1−=w . 

 

Uma matriz com uma linha é também chamada um vector linha, e com uma coluna, 

um vector coluna. Um elemento no corpo K  pode ser considerado como uma matriz 

1 por 1. 

 

Adição de Matrizes e Multiplicação por um Escalar. 

 

Sejam A e B  duas matrizes com o mesmo tipo, isto é, o mesmo número de          

linhas e colunas, digamos, matrizes nm× : 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22221

11211

A  e 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
=

mnmm

n

n

bbb

bbb
bbb

21

22221

11211

B . A soma de A  e B , BA + , é a matriz obtida adicionando 
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os termos correspondentes: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++
⋅⋅⋅
+++
+++

=+

mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa
bababa

2211

2222222121

1112121111

BA . O 

produto de um escalar k  pela matriz A , A⋅k , ou simplesmente Ak , é a matriz 

obtida multiplicando cada elemento de A  por k : 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
=

mnmm

n

n

kakaka

kakaka
kakaka

k

21

22221

11211

A . 

Observa-se que BA +  e Ak  são também matrizes nm× . Também se define 

AA ⋅−=− 1  e ( )BABA −+=− . A soma de matrizes com tipos diferentes não é 

definida. 

 

Exemplo – Sejam ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

654
321

A  e ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
817
203

B . Então, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−
++−+

=+
263
524

861574
230231

BA , 
( )

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⋅⋅
⋅−⋅⋅

=
635343

332313
3A  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

181512
963

, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

24321
609

12108
642

32 BA  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
=

36729
047

 

 

Exemplo – A matriz nm×  cujos elementos são todos zero, 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
000

000
000

 é 

chamada matriz nula, sendo representada por 0. É semelhante ao escalar 0 no sentido 

de que para qualquer matriz ( )ija=A  do tipo nm× , ( ) ( ) AA ==+=+ ijij aa 00 . 

 

As propriedades básicas das operações de adição e multiplicação por um escalar são 

as seguintes: 
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Teorema – Seja V  o conjunto de todas as matrizes nm×  sobre um corpo K . Então, 

para quaisquer matrizes A , B ,C  ∈  V  e quaisquer escalares 1k , 2k  ∈  K , 

(i) ( ) ( )CBACBA ++=++  

(ii) AA =+ 0  

(iii) ( ) 0=−+ AA  

(iv) ABBA +=+  

(v) ( ) BABA 211 kkk +=+  

(vi) ( ) AAA 2121 kkkk +=+  

(vii) ( ) ( )AA 2121 kkkk =      Usando (vi) e (viii), também se tem que 

(viii) AA =⋅1  e 00 =A      AAA 2=+ , AAAA 3=++ , …  

 

Multiplicação de Matrizes. 

 

O produto das matrizes A  e B , AB , é um pouco mais complicado. Vejamos o 

seguinte: 

(i) Sejam ( )ia=A  e ( )ib=B  pertencentes a nℜ , A  representado por um vector 

linha e B  por um vector coluna. Então o produto interno BA ⋅  pode ser 

encontrado combinando as matrizes como se segue: =⋅BA  

= ( ) nn

n

n bababa

b

b
b

aaa +++=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2211
2

1

21 ,,,  definindo a matriz produto de um 

vector linha A  por um vector coluna B . 

(ii) Consideremos as equações 
2323222121

1313212111

yxbxbxb
yxbxbxb

=++
=++

. O sistema é equivalente à 

equação matricial ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

3

2

1

232221

131211

y
y

x
x
x

bbb
bbb

 ou simplesmente =XB  

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
X
X

xbxbxb
xbxbxb

x
x
x

bbb
bbb

2

1

323222121

313212111

3

2

1

232221

131211

B
B

 onde 1B  e 2B  são 
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as linhas de B . De notar que o produto de uma matriz por um vector coluna 

produz outro vector coluna. 

(iii) Consideremos agora as equações 
2222121

1212111

zyaya
zyaya

=+
=+

 que já sabemos poder 

representar por ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

2

1

2221

1211

z
z

y
y

aa
aa

 ou simplesmente ZY =A , onde 

( )ija=A , ( )iyY =  e ( )izZ = . Substituindo os valores de 1y  e 2y  de (ii) nas 

equações de (iii), tem-se:  

( ) ( )
( ) ( ) 23232221212231321211121

13232221211231321211111

zxbxbxbaxbxbxba
zxbxbxbaxbxbxba

=+++++
=+++++

 ou, reagrupando os 

termos, 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 2323221321222221221121221121

1323121311222121211121121111

zxbabaxbabaxbaba
zxbabaxbabaxbaba
=+++++
=+++++

. Por 

outro lado, usando a equação matricial YX =B  e substituindo Y  em ZY =A , 

obtém-se ZX =AB , que representará o sistema obtido se definirmos o 

produto de A  e B  como se segue: ×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

AB  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++
+++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

232213212222122121221121

231213112212121121121111

232221

131211

babababababa
babababababa

bbb
bbb

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

= 3
2

2
2

1
2

3
1

2
1

1
1

BABABA
BABABA

 onde 1A  e 2A  são as linhas de A  e 1B , 2B  e 

3B  são as colunas de B . O principal requisito é que o número de colunas de 

A  seja igual ao número de linhas de B . 

 

Definição – Suponhamos que ( )ija=A  e ( )ijb=B  são matrizes tais que o número de 

colunas de A  é igual ao número de linhas de B , A  é uma matriz pm×  e B  uma 

matriz np× . Então o produto AB  é uma matriz nm×  cujo elemento ij  é obtido 

multiplicando a i -ésima linha iA  pela j -ésima coluna jB  de B :  
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=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅

⋅⋅

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=

pnpjp

nj

mpm

ipi

p

n
mmm

n

n

bbb

bbb

aa

aa

aa

1

1111

1

1

111

21

2
2

2
1

2

1
2

1
1

1

BABABA

BABABA
BABABA

AB

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅

=

mnm

ij

n

cc

c

cc

1

111

 onde ∑
=

=+++=
p

k
kjikpjipjiijiij babababac

1
221 . Acentue-se que 

se A  é uma matriz pm×  e B  uma matriz nq× , onde qp ≠ , o produto AB  não é 

definido. 

 

Exemplo - ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++
+++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

332211

332211

321

321

ubtaubtaubta
sbrasbrasbra

bbb
aaa

ut
sr

. 

 

Exemplo - ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅⋅+⋅
⋅+⋅⋅+⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
113
51

24130413
22110211

20
11

43
21

 e =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
43
21

20
11

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅⋅+⋅
⋅+⋅⋅+⋅

=
86
64

42203210
41213111

. Este exemplo mostra que a multiplicação de 

matrizes não é comutativa, isto é, os produtos AB  e BA  não são necessariamente 

iguais. 

 

A multiplicação de matrizes satisfaz as seguintes propriedades: 

 

Teorema –  (i) ( ) ( )BCACAB = , (lei associativa) 

(ii) ( ) ACABCBA +=+ , (lei distributiva à esquerda) 

(iii) ( ) CABAACB +=+ , (lei distributiva à direita) 

(iv) ( ) ( ) ( )BABAAB kkk == , onde k  é um escalar 

Observe-se que 00 =A  e 00 =B , onde 0 é a matriz nula. 
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Transposta. 

 

A transposta de uma matriz A , TA , é a matriz obtida escrevendo as linhas de A , 

ordenadamente como colunas: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅

mnnn

m

m

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

aaa

aaa
aaa

21

22212

12111
T

21

22221

11211

. 

Observe-se que, se A  é uma matriz nm× , então TA  é mn× . 

 

Exemplo - 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

63
52

41

654
321 T

. 

 

A operação transposição de matrizes satisfaz as propriedades seguintes: 

 

Teorema -  (i) ( ) TTT BABA +=+  

(ii) ( ) AA =
TT  

(iii) ( ) TT AA kk = , onde k  é um escalar 

(iv) ( ) TTT ABAB =  

 

Matrizes e Sistemas de Equações Lineares. 

 

O sistema de equações lineares 

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

=+++
⋅⋅⋅⋅

=+++
=+++

2211

22222121

11212111

 é equivalente à 

equação matricial 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅

mnmnmm

n

n

b

b
b

x

x
x

aaa

aaa
aaa

2

1

2

1

21

22221

11211

 ou simplesmente BA =X , 

onde ( )ija=A , ( )ixX =  e ( )ib=B . O sistema homogéneo associado é equivalente a 

0=XA . A matriz A  é chamada a matriz dos coeficientes do sistema, e a matriz 
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seguinte 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅⋅

mmnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

21

222221

111211

 é chamada matriz completa ou matriz 

aumentada do sistema. A matriz aumentada permite determinar completamente o 

sistema. 

 

Exemplo – A matriz dos coeficientes e a matriz aumentada do sistema 

352
7432

=−−
=−+

zyx
zyx

 são as seguintes matrizes, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−

521
432

 e ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−

3521
7432

, 

sendo o sistema equivalente à equação matricial ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−

3
7

521
432

z
y
x

. 

 

Matrizes Escalonadas. 

 

Uma matriz ( )ija=A  é uma matriz escalonada, ou diz-se que está na forma 

escalonada, se o número de zeros precedendo o primeiro elemento não nulo de uma 

linha aumenta linha por linha até que sobrem somente linhas nulas, isto é, se existem 

elementos não nulos 
rrjjj aaa ,,,

21 21 … , onde rjjj <<< 21  com a propriedade 

0=ija  para ri ≤ , ijj ≤ , e para ri > . Chama-se a 
rrjj aa ,,

11 …  os elementos distintos 

da matriz A . 

 

Exemplo – Nas matrizes escalonadas seguintes, os elementos distintos foram  

circundados: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

0000000
2600000
0231700
6540232

, 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
000
400
321

, 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

1000000
0210000
0301000
0400310

. 

 

Uma matriz escalonada é chamada matriz escalonada reduzida por linhas. Se os 

elementos distintos são: (i) os únicos elementos não nulos nas suas respectivas 

colunas. 

  (ii) iguais a 1. 
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A terceira matriz do exemplo anterior é um exemplo de uma matriz escalonada 

reduzida por linhas, as outras não. A matriz zero, 0, é sempre uma matriz escalonada 

reduzida por linhas. 

 

Equivalência por Linhas e Operações Elementares com Linhas. 

 

Diz-se que uma matriz A  é equivalente por linhas a uma matriz B  se B  pode ser 

obtida de A  por uma sequência finita das seguintes operações chamadas operações 

elementares com linhas: 

[E1] Troca das ésimai −  e j -ésima linhas entre si: ji RR ↔ ; 

[E2] Multiplicação da i -ésima linha por um escalar k  não nulo: ji kRR ↔ , 

0≠k ; 

[E3] Substituição da i -ésima linha por k  vezes a j -ésima linha mais a i -ésima 

linha: iji k RRR +↔ . 

 

Exemplo – A matriz seguinte é reduzida por linhas à forma escalonada aplicando as 

operações: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
3463
2242
0321

A  para 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

3500
2400
0321

 para 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

2000
2400
0321

. Para 

anular o 2, multiplicou-se a primeira linha por –2 e somou-se com a 2ª. Fez-se o 

mesmo para a 3ª, mas agora multiplicou-se a 1ª por –3. Para anular o 5 multiplicou-se 

a 2ª linha por –5 adicionando à 3ª, multiplicada por 4. 

 

Exemplo – Na matriz seguinte foram aplicadas as operações: 

→

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

20000
3

5
3

2100

32
522

31

20000
52300
32

522
31

20000
52300
65432

A  

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→
10000
03

2100

02
702

31

10000
03

2100

02
522

31

10000
3

5
3

2100

32
522

31

, assim 

obtendo-se a forma canónica por linhas de A . 
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Matrizes Quadradas. 

 

Uma matriz com o mesmo número de linhas e colunas é chamada matriz quadrada. 

Diz-se que uma matriz quadrada com n  linhas e n  colunas é de ordem n . A  

diagonal - ou diagonal principal – da matriz quadrada de ordem ( )ijan =A  consiste 

nos elementos nnaaa ,,, 2211 … . 

 

Exemplo – A matriz seguinte é quadrada de ordem 3: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

987
654
321

. Os elementos da 

diagonal principal são 1, 5, 9. 

 

Uma matriz triangular superior ou simplesmente uma matriz triangular é uma matriz 

quadrada cujos elementos abaixo da diagonal principal são todos nulos: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅

mn

n

n

a

aa
aaa

00

0 222

11211

 ou 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

mn

n

n

a

aa
aaa

222

11211

. Semelhantemente, uma matriz 

triangular inferior é uma matriz quadrada cujos elementos acima da diagonal 

principal são todos nulos. Uma matriz diagonal é uma matriz quadrada cujos 

elementos não diagonais são todos nulos: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅

na

a
a

00

00
00

2

1

 ou 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

na

a
a

2

1

. 

Em particular, a matriz quadrada nm×  com 1’s na diagonal e 0´s no restante, 

representada por nI , ou simplesmente por I , é chamada matriz unidade ou 

identidade; por exemplo 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
001

3I . A matriz I  é semelhante ao escalar 1, no 

sentido de que, para qualquer matriz quadrada A , de ordem n , AIAAI == . A 

matriz Ik , para um escalar Kk ∈ , é chamada matriz escalar; é uma matriz diagonal 
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cujos elementos diagonais são iguais a k . Uma matriz simétrica é do tipo 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
512
130

201
. 

 

Matrizes Inversíveis. 

 

Diz-se que uma matriz quadrada é inversível se existe uma matriz B  com a 

propriedade IBAAB ==  onde I  é a matriz identidade. Tal matriz B  é única; 

porque as igualdades IABAB == 11  e IABAB == 22  implicam que == IBB 11  

( ) ( ) 222121 BIBBABABB ==== . Chama-se tal matriz B  a inversa de A  e nota-se 
1−A . Se B  é inversa de A , A  também é inversa de B . 

 

Exemplo - ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−
+−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

6533
101056

21
53

31
52

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
31
52

21
53

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−
−−

=
10
01

6522
151556

. Assim, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
31
52

 e ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
21
53

 são inversíveis e são 

inversas uma da outra, bastando verificar apenas um dos produtos. 

 

Exemplo - =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−++−−
−−−+++−
−+−+++−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

81880848444
31430418422
20220212011

116
104
2211

814
312
201

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
001

. 

 

O cálculo da inversa pode ser feito de duas formas mais comuns. A primeira consiste 

em justapor à matriz dos coeficientes a matriz identidade ou unidade, por forma a 

obter primeiro a matriz identidade e a seguir a matriz inversa. Isto é, 

( ) ( )1−→ AIIA  através das operações normais. 
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Exemplo - 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

1021
016
412

A . Então →
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−− 1001021
010016
001412

 

→
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−→

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
→

102
182

50
0131220
002

122
11

1001021
010016
002

122
11

 

→

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−→

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−→

14
5

4
132300

02
1

2
3610

002
122

11

102
182

50

02
1

2
3610

002
122

11

 

→

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−→

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−→

23
1

92
5

92
13100

23
6

23
4

23
15010

002
122

11

23
1

92
5

92
13100

02
1

2
3610

002
122

11

 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

−−

→

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−→

23
1

92
5

92
13100

23
6

23
4

23
15010

23
1

46
9

46
5001

23
1

92
5

92
13100

23
6

23
4

23
15010

23
2

46
5

23
502

11

. 

Assim, 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

−−

=−

23
1

92
5

92
13

23
6

23
4

23
15

23
1

46
9

46
5

1A . 

 

O outro modo de calcular a inversa duma matriz compreende vários passos. Primeiro 

calcula-se a transposta da matriz. Em seguida forma-se a matriz dos cofactores da 

matriz TA . Um cofactor calcula-se escolhendo um elemento de uma matriz e 

multiplicando –1, elevado ao número da linha mais o número da coluna do elemento 

escolhido, pelo determinante que resulta subtraindo a linha e a coluna em que esse 

elemento se insere. Obtém-se assim a matriz adjunta de A . De seguida multiplica-se 

Adet
1  pela Adj A , obtendo-se 1−A . 
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Exemplo - 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

214
113
121

A , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

211
112
431

TA , ( ) 3
21

11
1 11

11 −=
−

−= +C , 

( ) 3
21

12
1 21

12 =
−−

−= +C , 313 =C , 1021 =C , 222 =C , 423 −=C , 131 −=C , 732 =C , 

533 −=C . Adj
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=

571
4210

333
A , det 18=A  e portanto 

18
11 =−A Adj =A  

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

−

=

18
5

18
7

18
1

9
2

9
1

9
5

6
1

6
1

6
1

. 

Nota – O determinante ( ) 31121
21

11
−=×−−×=

−
, multiplicando a diagonal 

principal pelo simétrico da outra diagonal. 

 

O método que vimos neste último exemplo será melhor compreendido quando 

estudarmos os determinantes. 

 

Método de Gauss-Jordan para Resolução de Sistemas de Equações Lineares. 

 

A resolução de sistemas de equações lineares é um problema central em Álgebra 

Linear. O método de eliminação de Gauss é um método de resolução simples que 

aplica o método de substituição na parte final. Vejamos um exemplo: 

 

Exemplo – Considere-se o sistema 
4102

106
242

−=−+−
−=+

=++

zyx
yx

zyx
. Pretende-se aplicar o 

método de eliminação de Gauss para obter os valores das incógnitas x , y  e z . 

 

Começa-se por subtrair múltiplos da primeira equação às restantes por forma a 

eliminar a incógnita x  dessas equações. Para isso multiplica-se a primeira equação 

por 3 e subtrai-se o resultado à segunda, e multiplica-se a primeira equação por 
2
1

−  e 
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subtrai-se o resultado à terceira: 

38
2
5

16122
242

−=−

−=−−
=++

zy

zy
zyx

. Chama-se pivot deste primeiro 

passo de eliminação ao coeficiente 2 da incógnita x  na primeira equação. No segundo 

passo de eliminação subtrai-se à terceira equação um múltiplo da segunda de forma a 

eliminar a incógnita y  da terceira equação. Para isso multiplica-se a segunda equação 

por 
4
5

−  e subtrai-se o resultado à terceira. O pivot neste segundo passo de eliminação 

é o coeficiente –2 da incógnita y  na segunda equação: 
2323
16122
242

−=−
−=−−

=++

z
zy
zyx

. Tendo 

conseguido eliminar tudo o que está para baixo da diagonal principal, termina aqui o 

processo de eliminação. O método prossegue com a resolução do sistema da última 

para a primeira equação substituindo os valores entretanto determinados: =
−
−

=
23
23z  

22142221611221 −=⇔=×++⇒=⇔−=×−−⇒= xxyy . 

 

É fácil ver como se pode tentar aplicar o método a outros sistemas de n  equações 

lineares a n  incógnitas. Primeiro elimina-se a primeira incógnita de todas as equações 

excepto da primeira, anulando todos os coeficientes debaixo do primeiro pivot. 

Depois anulam-se os coeficientes por baixo do segundo pivot de forma a eliminar a 

segunda incógnita de todas as equações excepto das duas primeiras. Procede-se 

analogamente em passos seguintes tomando-se para pivot da equação k  o coeficiente 

que multiplica a incógnita k , até chegar à última equação, altura em que o processo 

de eliminação termina. Inicia-se então a determinação dos valores das incógnitas, por 

substituição. É claro que tudo se torna  mais fácil se usarmos matrizes: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−−→

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−−→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

232300
161220
2412

382
50

161220
2412

41021
10016
2412

, em que a 

última coluna representa os termos independentes. 

Se em vez do método de eliminação de Gauss quisermos usar o método de eliminação 

de Gauss-Jordan o processo é semelhante ao anterior mas pretende-se anular também 
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o que se encontra acima da diagonal principal, reduzindo a matriz do sistema à matriz 

unidade e sendo a determinação das incógnitas imediata. 

 

Exemplo – Gauss-Jordan: →
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

41021
10016
122

11

41021
10016
2412

 

→
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
→

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
→

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−−→

232300
8610
122

11

382
50

8610
122

11

382
50

161220
122

11
 

2
1100
2010
2001

1100
2010
102

11

1100
8610
122

11
−=⇔

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
→

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
→

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→ x , 2=y , 1=z . 

 

Existe um terceiro método, o método de substituição, que é um bom método para 

sistemas de duas equações a duas incógnitas ou três equações a três incógnitas mas 

complica-se para sistemas de maior dimensão. Consiste em obter uma incógnita em 

função das restantes e ir substituindo. 

 

Exemplo - 
( )

⇔

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
−=⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+
=−+

3
6323323

3
32

3
12

______

______

______

____________

zzzzz
zy

zy
zy
zyx

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=−=
=−×+

⇔
2
1
1

2
123

1212

z
y
x

z
y
x

. 

 

Por vezes, é aconselhável trocar as linhas, em qualquer dos métodos acima para 

simplificar os cálculos. 
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