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Capitulo 11 — Espagos Vectoriais

Capitulo 11

Consideremos um conjunto K no qual estéo definidas, pelo menos, duas operagdes: a
aditiva e a multiplicativa, simbolizadas, respectivamente, por + e x. O conjunto K

Sera um corpo se:

1. VabeK,a+bekK

2. a+b=b+a comutatividade
3. (a+b)+c=a+(b+c) associatividade
4. a+0=0+a=a 0 é o elemento nulo de K (zero)
5. Va,beK,Fa'eK:a+a'=a"+a=0 a’' € o elemento oposto de a
6. Va,beK,axbeK

7. axb=bxa comutatividade
8. (axb)xc=ax(bxc) associatividade
9. axl=1lxa=a 1 é o elemento unidade de K
10. Va,b20eK,axb? eK (b™ éoinversode b, isto é bxb™ =b™" xb=1)
11. (axb)xc=(axc)+(bxc) distributividade

Facilmente se concluiria que o conjunto R dos ndmeros reais — e também o0s

conjuntos Q dos numeros racionais e C dos nimeros complexos — € um corpo. Neste

caso as operagdes + e x Sdo respectivamente, as adicdo e multiplicacdo aritméticas.

. . o1 1
Oopostode a é a'=—a eoinversode b ¢ blzg.

Definigéo — Dado o conjunto V = {v,,v,,...} e 0 corpo R = {a,,a,,...} diz-se que V
é um espaco vectorial sobre o corpo R se:

A0= VVi,vjeV,vi+vjeV

Al=  Vi+V; =V, +V,

A2= (vi+vj)+vk=vi+(vj+vk)

A3= v, +0=0+v, =V, (0 — elemento nulo de V')

Ad= Vv, 3vieV:iv,+V =V +V, =0 (v; - elemento oposto de v, )
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Capitulo 11 — Espagos Vectoriais

BO= Vag,eRevv,eV,qv,eV

Bil= ai(vj+vk):aivj+aivk

B2= (ai+aj)vk =V, +a;Vy

B3= (aiaj )Vk =a, (ajvk)

B4= 1v, =v,

Um dos conjuntos, ja conhecidos, onde todos estes axiomas sdo satisfeitos é o
conjunto dos vectores livres — quer no plano, quer no espago. Dai que os elementos de
qualquer espago vectorial sejam designados por vectores — aos elementos do corpo

chamamos escalares.

Exemplo - O conjunto M~ das matrizes do tipo mxn € um espaco vectorial sobre

0 corpo R . Com efeito:

e Sendo AeBeM, também A+B e M,  por definicdo de adicdo de matrizes.

e Como se viu, a adicdo de matrizes é comutativa - A+B=B+A - e
associativa - (A+B)+C=A+(B+C).
e Oelementonulode M € amatriz nula - que é representada por 0.

e VAeM, A eM,  A+A =A'+A=0

m,n’

Sendo a; (i=12,...,m; j=12,...,n) os elementos de A, os elementos de A'

serdo —a;

; » 0S opostos de a;; .

e Vimos, também, que Va e R e VAe M,  ,tambéem cAeM .

m,n !

e a(A+B)=aA+aB como aseguir se demonstra:

ay ay, b11 bln a; + b11 oAt bln
o + =a =
a‘ml a‘mn bml bmn aml + bml amn + bmn
oa,; +aby, oa,, +aby, oay; oay, oby, oy,
= = + —
aaml + mel mn + abmn aaml aamn abml abmn
all aln bll bln
(24 +a
a‘ml a‘mn bml bmn
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Capitulo 11 — Espagos Vectoriais

o (a+p)A=cA+pA e (af)A=a(pA) (as demonstragdes dos axiomas s&0
analogas as anteriores)

e |A=A como é evidente.
Propriedades Elementares dos Espagos Vectoriais.

As propriedades dos espagos vectoriais demonstram-se a partir dos 8 axiomas que
constituem a sua definig&o:

123 - Em qualquer espaco vectorial existe um s6 elemento nulo.

28 - Em qualquer espaco vectorial cada elemento tem um s oposto.

- VYveV,0v=0 (veja-se que o zero do 1° membro € R e 0 do 2°

membro € V)

42 - VYaeRal=0 (ambos os zeros pertencema V)
5.- WeV,—v=(-1v

6.- VaeReweV,(-al=—(av)=a(-v)

77- Vaz0eReVuveV,au=av=>U=V

8.- av=0=a=0o0uv=0

% - av=pN=>a=pouv=0
Produto Cartesiano. O Espago Vectorial R".

Sejam os conjuntos A = (a,,a,,...) € B =(b,,b,,...). Chama-se produto cartesiano de
A e B (AxB) ao conjunto AxB:{(ai,bj):ai €A eb; eB}. Se B=A tem-se o
produto cartesiano AxA ou, como é normalmente representado, A’ sendo este

representado  por A’ = {(ai,bj ): a;,b; e A}. Generalizando  teremos  entdo
A" = {(ail,aiz,...,ai”):ail,aiz,...,ai” eA}.

Exemplo — Sejam A={25} e B=1{2,4,6}, AxB={2,2),(24)(26),(52),(5,4),(56)},
BxA=1{(24)(25)(42),(45),(6,2),(65)}, A*={2,2),(25)(5,2),(55)}. Note-se que
0 nimero de elementos de AxB é igual ao produto do nimero de elementos de A

pelo nimero de elementos de B .
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Capitulo 11 — Espagos Vectoriais

Prova-se que o conjunto R" - R € o conjunto dos nimeros reais — é um espago
vectorial, desde que estejam definidas as operagdes: (a,,a,,...,a,)+(b,,b,,....b, )=
—(a, +b,a, +b,,...,a,+b,) e a(a,a,,...,a,)=(ca,04,,...,ca,) com

b,)eR,.

ey My

a,a,,a,,...,a,,b,b,,....b, e R e (a,a,,...,a, ) (b,b,,

Muitos dos conjuntos ja conhecidos podem ser considerados conjuntos R". Vejamos
alguns:

> O conjunto dos ndmeros complexos, C ={a+b, :a,b € R},

» 0 conjunto dos polinébmios de grau menor ou igual a 1, P, = {ax +b:abe ‘R}

e

a
> 0 conjunto das matrizes do tipo 2x1, M, = {b} a,be ER}

por exemplo, sdo conjuntos R*. Com efeito vejamos o que sucede com P, ja que
com C e M,, se poderdo tecer consideracdes analogas. Sendo p e p” elementos de
P,, com p'=ax+b" e p"=a"x+b" facil e wverificar que p'+p"=
=(a’+a"x+(b'+b") e ap’=(ca’)x+(ab’). Os mesmos resultados se podem obter
com o mesmo procedimento:  (a'x+b')+(a"x+b")=(a’,b’)+(a",b")=
_(@+a"b+b)=(@+ax+(0'+b") e  alax+b)=ala,b’)=(ca’ab’)=
= (@' )x + (ab').

Vejamos mais alguns conjuntos:

» O conjunto dos polinbmios de graus menor ou igual a 2,
P, = fax? +bx+c:a,b,c e R},

> 0 conjunto dos vectores do espago, V, = {i = (a,b,c): a,b,c e R},

e

> 0 conjunto das matrizes do tipo 1x3, M,; ={la b c]:a,b,ce %},

sdo exemplos de conjuntos R°.
» O conjunto dos polinbmios de grau menor ou igual a 3,
P3={ax3+bx2+cx+d:a,b,c,d eﬂi’},

e

a b
» 0 conjunto das matrizes quadradas de 22 ordem, M, = {[ d} ra,b,c,d e 9%}
c
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Capitulo 11 — Espagos Vectoriais

sdo conjuntos R*.

Sub-espagos Vectoriais.

Seja V um espaco vectorial sobre R e Ac V. Diz-se que A é um sub-espaco

vectorial de V se:

1. Va,beA,a+beA
2. VaeReVaceAomacA
Exemplo - \Verificar se os conjuntos A={ab,a+b):abeR} e

X ={(x,y,2): x+y+z =1} sio sub-espacos de R°.

Note-se que tanto o conjunto A como o conjunto X estdo contidos em R*®, ja que

qualquer elemento de cada um destes conjuntos é também elemento de R*. Teremos

de verificar se as condi¢Oes que definem sub-espago vectorial sdo aqui satisfeitas.

Comecemos com o conjunto A e tomemos dois elementos genéricos deste conjunto:

(al’bl’al +bl)’(a2’b2’a2 +b2):

1.

(a,,b,,a, +Db,)+(a,,b,,a, +b,)=(a, +a,,b, +b,,(a, +b,)+(a, +b,)),

o elemento obtido pertence também a A ja que satisfaz a definicdo de elemento
deste conjunto — cada elemento de A € constituido por trés ndmeros reais, 0
terceiro sendo a soma dos primeiros.

a(a,,b,a, +b,)=(ca,,ab,,aa, +ab,),

também este elemento pertence a A pelas razfes invocadas em 1.. O conjunto A

é, portanto, um sub-espaco de R°. Passemos ao conjunto X. Como os trés
nameros reais que definem os elementos deste conjunto estdo interligados pela

relagio x+y+z=1, ou seja, z=1-x—-y, 0 conjunto pode ser descrito da
seguinte forma: X ={(x,y1-x—y):x,y e R}. Procedendo como no exemplo
anterior, teriamos assim (X, Yy L= X + Y, )+ (X, Yo 1= X, + Y, )=
=(X +%,, ¥, + Y, 2= (% +%,)—=(y, +Y,)) 0 que nos leva a concluir que o

elemento obtido ndo pertence a X, pois o terceiro nimero que o constitui ndo é
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Capitulo 11 — Espagos Vectoriais

igual a 1—(x, +X,)—(y, + y,). O conjunto X n&o &, portanto, um sub-espaco de

R°.
Combinacédo Linear de Vectores. Geradores de um Espaco Vectorial.

Dizemos que um vector v eV é combinacdo linear dos vectores v,,v,,...,v, € V
se existirem os escalares ¢,,,,...,a, € ‘R - coeficientes da combinag&o linear — tais

que V=a,V, +a,V, +...+ V.

Exemplo — O vector v=(6,—-53) de %° é combinagio linear dos vectores
v, =(1,0,0), v, =(0,10), v, =(0,01). Com efeito, bastara tomar o, =6, @, =-5,
o, =3 para que se possa escrever v =6v, —5v, +3v,. E evidente que qualquer

vector ve®R® € combinacdo linear daqueles trés  vectores, pois

v =(xy,2)=x(1,0,0)+ y(01,0)+ 2(0,01) = xv, + yv, + 2V, (&, =X, @, =y, &ty = 2).

Diremos que os vectores Vv,,V,,...,V, € V geram — ou sdo geradores — do espago
vectorial V' se qualquer vector deste espaco vectorial for combinacdo linear daqueles

k vectores, isto é, se VveV,3a,,a,,...q, eR:V=a,V, +a,V, +...+, V, .

Como se conclui do exemplo anterior os vectores (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) geram R°.

Exemplo — Verificar se os vectores v, = (2,1,-1), v, =(~2,1,0), v, =(2,3,-2) geram

R,

Tomemos o  vector genérico  v=(xyz) e facamos  (xy.z)=
= a,(21,-1)+a, (- 21,0)+ @,(2,3-2). Verifiguemos se quaisquer que sejam X,y,z

existem sempre escalares «;,a,,a; tais que a relacdo anterior seja verdadeira.

Obtemos:  (x,y,2)=(2a, - 2a, + 2a;,0, + @, + 32y,—t, —22;),  OU  Seja,
20, — 20, + 225 = X 7 2 -2 2:x
a,+ a,+3a,=Yy. Resolvamos o0 sistema: 1 1 3iy|>
- o - a;=1 -1 0 -2z
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Capitulo 11 — Espagos Vectoriais

1 1 3:iy) (1 1 3 Ly
-2 -2 2ix|>|0 -4 -4 x-2y|>|0 -4 -4 x-2y
-1 0 -2z 0 1 1. z+y 0 0 0 iz+2y+4z
Conclui-se que o sistema s6 é possivel para x+2y+4z=0, caso contrario nao
existirdo «,,a,,a; que satisfagam o sistema e consequentemente a relacao (x,y,z)=
=a,(21,-1)+a,(-210)+a,(2,3~2). Nem todos os vectores de %° sfo, portanto,

combinacio linear dos vectores dados. Estes ndo geram R°.
Dependéncia e Independéncia Lineares.

Diz-se que os vectores Vv,,V,,...,V, €V sdo linearmente independentes se
oV, +a Vv, +..+oyV, =0=>a, =a,=---=a, =0. Se esta igualdade subsistir

para a,,a,,...,a, nao todos nulos, os vectores serdo linearmente dependentes.

Exemplo — Os vectores v, =(10,0), v, =(010), v,=(0,01) sio linearmente

1 1 1)=
independentes. Para o verificar escreve-se a '?’0)+a2(0’ ﬂ,0)+a3(0£;) (0'0’0).

AN

0:0

0:0|<a =0a,=0a =0
110

Entdo

O O - «
o b O <«

Teorema — Os vectores v,,V,,...,Vv, €V sdo linearmente dependentes, se e s6 se um

deles for combinacéo linear de todos os outros.

Demonstracdo — Se v,,Vv,,...,v, sdo linearmente dependentes, entdo, a relacdo
oV, +a,V, +...+a, v, =0 é possivel, também, para «,,a,,...,, ndo todos nulos.
Supondo que se podera considerar «; = 0. Neste caso, a partir da equagéo anterior

podemos obter sucessivamente: VvV, =-a,V, —a,V, — - —a; Vi 4 — & Vi —

e — \V V. = _& Vv, + _& V., 4+ _h V. . + _a”l V. . 4t
Vs T o 2 o i1 o i+1
i i i i
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(24 (24 a; a; a ~ , .
L -2 S T L 2K s80 ndmeros reais

(24
+|-—%|v,. Como ¢ #0, —
o (24

i a;

i a;

i a;

i o

i i

e, dai, o vector v, ser combinagdo linear de todos os outros. Reciprocamente, se v
for combinacéo linear dos vectores v,,v,,...,V,, sabe-se que 3,,@,,...,a, € R tais
que V=V, +a,V, +...+,V,. Adicionando a ambos 0os membros desta igualdade
0 opsoto de v, obtém-se vV +(-Vv)=0=a,V, +a,V, +...+ &V, +(~ V) 0 que prova
que estes k+1 vectores sdo linearmente dependentes ja que aquela igualdade é

possivel existindo um coeficiente néo nulo: o Gltimo coeficiente é igual a (—1).

Teorema — Se os vectores v,,V,,...,V, sdo linearmente independentes e se v néo é
combinacéo linear de v,,v,,...,v,, entdo v,,v,,...,V,,Vv sdo, também, linearmente

independentes. Este teorema pode ser demonstrado pelo método de reducdo ao

absurdo.

Demonstra¢do — Suponhamos que v,,V,,...,V, sdo linearmente dependentes. Entéo a
relagdo «a v, +a,V, +...+,V, +av =0 seria possivel para «a,,a,,...,a,,a ndo
todos nulos. E evidente que « tem que ser um destes porque se tal ndo acontecesse,

av =0 e a relacdo anterior reduzir-se-ia a ,Vv, +a,V, +...+a, Vv, =0 mantendo a
condicdo de «a,,a,,...,a, ndo serem todos nulos. Isto vai contra uma das hipoteses do
teorema, a qual diz que v,,v,,...,v, sdo linearmente independentes. Se, pelo

contrario, puder ser a =0, a relagdo o,v,+a,V,+...+,V, +av=0 leva,

. a [24
sucessivamente, a av =-a,V, —a,V, —--—a,V,, V= (— —1le +(——2jv2 ot
(04 o

(o . . S
+| —— |v, donde concluir-se-ia que v era combinagdolinear de v,,v,,...,v, 0 que
(24

contradiz a outra hipdtese. Os vectores v,,V,,...,V,,V ndo podem ser linearmente

dependentes mas sim independentes.
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Capitulo 11 — Espagos Vectoriais

Base e Dimensao.

Os vectores v, V,,...,Vv, € V formam uma base do espaco vectorial V se:

Bl -
B2 -

gerarem V,

forem linearmente independentes.

Os vectores (1,0,0),(0,1,0),(0,01) que geram V - qualquer vector de V pode ser

escrito como combinacdo linear destes — e sdo linearmente independentes como se

viu, formam uma base de R*. E a chamada base canénica de R%. Do mesmo modo

{00),(0,1)} € a base canénica de %*. {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,1,0,0),(0,0,01)} ¢ a base

canonica de R*, etc.

Exemplo — Verificar se os vectores (1,2,1),(~1,-10),(3,1,~1) formam uma base de R%°.

B1 -

B2 -

Os vectores dados devem gerar R°, isto ¢, qualquer que seja (x,y,z)e R°
devem existir  a,a,,a,cR, tais que a relagio  (xy.z)=

=a,(1,2)+a,(-1,-1,0)+a,(3L-1) se verifique, 0 que equivale a

a, —a, +3a, =X 1 -1 -3:x
2o, —a,+ a; =Y. Resolvendo a equagéo: 2 -1 1:iy|>
a - a,=1 1 0 -1!z

1 -1 -3: x 1 -1 -3. X

-0 1 -5:iy-2x|—>|0 1 -5

0 0 —4! 7-x 0 0 1

y—2x |. O sistema é sempre
X—y+1z

possivel, quaisquer que sejam X,Yy,z, 0 que significa que existem sempre
a,,a,,a, que satisfazem a relagéo.

Os vectores sdo linearmente independentes. Na verdade, a igualdade:
a,(1,21)+a,(-1,-1,0)+ ,(31,-1)=(0,0,0) permite obter o0 sistema

a,—a,+3a,=0
2a,—a, + a; =0 que sO difere nos termos independentes, agora todos

a, - a,=0

nulos. A condensacdo da matriz, a semelhanc¢a da anterior, resulta na matriz

Prof. Alzira Dinis
26



Capitulo 11 — Espagos Vectoriais

1 -1 -3:0
0 1 -5:0| o que prova que 0 sistema é possivel e determinado,
0 0 1.0

existindo apenas a solu¢édo nula: o, =0, o, =0, a,=0. Assim, os trés
vectores sdo linearmente independentes e, atendendo, também a B1, formam

uma base de R?.

Teorema — Todas as bases de um dado espago vectorial ttm o mesmo namero de

elementos.

Demonstracdo — Consideremos duas bases de um dado espago vectorial e vamos

supor que o numero de vectores de cada uma delas é, respectivamente, n e m, com
n = m. Admitamos que n > m. Representemos a primeira base por {vl,vz,...,vn} e
a segunda por {u,,u,,...,u, }. Como qualquer vector de um espago vectorial V é

combinagédo linear dos vectores de uma qualquer base de V - por definicdo de
vV, =a,u, +a,u, +---+a,u,
V, =a,uU;, +ayu, +:--+4a,,u

m

base — podemos escrever: sendo a; (i=12,...,m;

vV, =a,u, +a,u, +--+a,u,
j=12,...,n) os coeficientes das n combinaces lineares.
Facamos agora o v, +a,V, +...+a,v, =0 se v,,Vv,,...,v, formam uma base de

V, tém que ser linearmente independentes, o que ndo acontece. Vejamos, das

igualdades anteriores obtém-se: a,(a,U, +a,u, +---+a,u, )+
+a, (AU, +ay,U, +-+a U, )+ +a,(a,u, +a,u, +---+a,u,)=0, isto &
tem-se assim (a,a,, +a,ay, +-+ o,y U, +(aay +oyay, ++ a,a, U, + -+
+(eja,, +a,a,, +--+a,a,, u, =0. Como u,,u,,...,u, formam uma base de V
ayo, +ajo, +--+a,a, =0

Y ] 3 a,a +a,,a, +-+a,a, =0
eles sdo linearmente independentes e, dai, temos: { = ' "#7? ann

anoy +a,,a, +-+a,a, =0

Um sistema homogéneo - termos independentes todos nulos — é sempre possivel, mas

neste caso é indeterminado, pois tendo n6s admitido no inicio ser n > m, o nimero de
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colunas é maior que o nimero de linhas e ha incognitas definidas a custa de outras

ndo determinadas.

11110 +t=0z2=-t
Exemplo- |0 1 1 1:0|.Entio y+z+t=0&y=-z-t=—(-t)-t=0.
0 0110 X+y+2+t=0=x+0=0<=x=0
Significa entdo que além da solugdo nula, o, =, =---=«, =0, existem também

solugbes ndo nulas o que prova que a relagdo o,v,+a,V,+...+a,v, =0 €

verdadeira para «,,a,,...,, ndo todos nulos. Os vectores u,,u,,...,u,, Ndo Sdo

m
linearmente independentes e, por isso, ndo formam uma base de V. Se m>n,
far-se-ia  uma demonstracdo andloga, s6 que representariamos 0s Vvectores
- admitindo que estes

u,,u,,...,u, como combina¢do linear de v,,v,,...,v

m n

vectores formavam uma base de V. Sendo assim, nem podemos ter m>n, nem

m < n. As duas bases terdo 0 mesmo nimero de vectores.

Chama-se dimens&@o de um espaco vectorial V ao nimero de vectores de uma base

qualquer de V. Se este nimero é igual a n, escreve-se dimV =n.

Como os vectores (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) formam uma base de R®, qualquer base de

R* terd sempre trés vectores, e dimR> =3.

Construgéo de Uma Base.

A construcdo de uma base pode fazer-se vector a vector, atendendo ao penultimo
teorema e a que qualquer vector ndo nulo é linearmente independente — se u =0,

ov =0= a =0, pela oitava propriedade dos espa¢os vectoriais.

Exemplo — Construa uma base do espago vectorial V = {(x,y,x+Yy): X,y € R}.

Qualquer vector ndo nulo de V, por exemplo (1,0,1) satisfaz a 22 condicdo de

definicdo de base. Vejamos agora se verifica a 12 condicdo, isto €, se gera V. Para
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isso, quaisquer que fossem x, Yy, deveria existir um o, €R, tal que

a, =X
(X,y,x+Yy)=,(10]1), ou seja: 0=y . E evidente que ndo ha qualquer o, que
a, =X+Yy

satisfaca o sistema anterior quando o vector (X, y, X + y) eV étalque y=0. Assim,
nem todos os vectores de V sdo combinagéo linear de (1,0,1) e, portanto, este vector
ndo constitui uma base de V. Um dos vectores que ndo é combinago linear de (1,0,1)
é, por exemplo, (0,1,1) — y=1+#0. Pelo penultimo teorema podemos concluir que

estes dois vectores sdo linearmente independentes, satisfazendo assim a 22 condicéo

da definicho de base. Vejamos se também  satisfazem a 1%

a; =X 10 x
(X, y,x+Y)=,L01)+,(011) e assim <a,=y <01y |
o, o, =X+Y 1 1ix+y
1 0:x 1 0:x
—|0 1iy|—>|0 1iy]|. O sistema é sempre possivel e determinado. Sendo
0 1!y) o o0io

assim  Vx,ye®R,3a,,a, €R, pois (X, y,x+y)=x101)+y(0Ll) tais que
(X, y,x+Yy)=,(1,01)+a,(0,11). Os dois vectores geram V e como, além disso, s&o

linearmente independentes, formam uma base de V.
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