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Capítulo III 
 

 

Transformações – ou Aplicações. 

 

Sejam dois conjuntos A  e B . Se a cada elemento Aa∈  for associado um – e um    

só – elemento Bb∈ , dir-se-á que foi definida uma transformação – ou         

aplicação – de A  em B . BAT →: . Ao elemento b  dá-se o nome de imagem – ou 

transformada de a  pela transformação T : ( )aTb = . O conjunto das imagens de 

todos os elementos de A , chama-se contradomínio da transformação - ( )AT  - sendo 

A  o seu domínio. 

 

Exemplo – Sejam os conjuntos { }cbaA ,,= , { }tzyxB ,,,= . Definamos BAT →:  do 

seguinte modo ( ) xaT = , ( ) zbT = , ( ) tcT = . O domínio desta transformação é, 

evidentemente, o conjunto A , o contradomínio é ( ) { }tzxAT ,,=  - é óbvio que 

( ) BAT ⊂  - e as imagens de a , b  e c  são, respectivamente, x , z  e t . 

 

Exemplo – Seja a transformação S→ℜ2:T  com ( ){ }xyx ,,=S  e definida por 

( ) ( )xyxyxT ,,, = . Neste caso o domínio da transformação é 2ℜ  e o contradomínio é 

o próprio S . 

 

Exemplo – Seja a transformação ℜ→ℜ:T  definida por ( ) 2xxT = . O domínio desta 

transformação é ℜ , mas o contradomínio é +ℜ0 . 

 

Uma transformação diz-se injectiva se a elementos diferentes de A  corresponderem 

imagens diferentes em B , isto é, ( ) ( )bTaTbaAba ≠⇒≠∈∀ ,, . As transformações 

definidas nos dois primeiros exemplos anteriores são injectivas. No entanto, a 

transformação indicada no terceiro exemplo não é injectiva, pois 22 −≠ , mas 

( ) ( ) 422 =−= TT . 

Uma transformação será sobrejectiva se ( ) BAT = . É o caso da transformação 

apontada no segundo exemplo, ( ) S=ℜ2T . 



Capítulo III – Transformações Lineares 

Prof. Alzira Dinis 
32 

Se a transformação for injectiva e sobrejectiva, tomará o nome de transformação 

bijectiva - segundo exemplo. 

 

Transformação Linear. 

 

Sejam dois espaços vectoriais U  e V . Uma transformação VU →:T  é chamada 

transformação linear – ou aplicação linear – se: 

1. ( ) ( ) ( )vuvuUvu TTT +=+∈∀ ,,  

2. Uu∈∀  e ( ) ( )uu TT ααα =ℜ∈∀ ,  

ou, simplesmente, 

( ) vuvu βϕαϕβαϕ +=+  

 

Exemplo – Verificar se as transformações 32: ℜ→ℜT  a seguir definidas, são 

transformações lineares: 

a) ( ) ( )0,,, yxyxT =  

b) ( ) ( )1,,, ++= yxyxyxT  

 

a) Sejam dois elementos quaisquer de 2ℜ , ( )yx,  e ( )yx ′′,  e um escalar α . 

1. ( ) ( )( ) ( ) ( )0,,,,, yyxxyyxxTyxyxT ′+′+=′+′+=′′+ . Como se tem que 

( ) ( )0,,, yxyxT =  e ( ) ( )0,,, yxyxT ′′=′′ , então ( ) ( ) =′′+ yxTyxT ,,  

( ) ( ) ( )0,,0,,0,, yyxxyxyx ′+′+=′′+= , e assim ( ) ( )( ) =′′+ yxyxT ,,  

( ) ( )yxTyxT ′′+= ,, . 

2. ( )( ) ( ) ( )0,,,, yxyxTyxT ααααα == , ( ) ( ) ( )0,,0,,, yxyxyxT αααα == . Assim 

também ( )( ) ( )yxTyxT ,, αα = . 

A transformação definida em a) é, portanto, linear. 

b) Sejam dois elementos quaisquer de 2ℜ , ( )yx,  e ( )yx ′′,  e um escalar α . 

1. ( ) ( )( ) ( ) ( )1,,,,, +′++′+′+′+=′+′+=′′+ yyxxyyxxyyxxTyxyxT . 

Como ( ) ( )1,,, ++= yxyxyxT  e ( ) ( )1,,, +′+′′′=′′ yxyxyxT , então 

verifica-se que ( ) ( ) ( ) ( ) =+′+′′+++=′′+ 1,,1,,,, yxyxyxyxyxTyxT  

( )2,', +′++′++′+= yyxxyyxx . Tem-se, desta forma que: 

( ) ( )( ) ( ) ( )yxTyxTyxyxT ′′+≠′′+ ,,,, . 
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Esta transformação não é linear. 

 

Propriedades das Transformações Lineares. 

 

1ª. - propriedade: A imagem do vector nulo é o vector nulo: ( ) 00 =T . 

2ª. - propriedade: A imagem do oposto de um vector é o oposto da imagem desse 

vector: ( ) ( )uu TT −=− . 

3ª. - propriedade: Vuuu ∈∀ k…,, 21  e ℜ∈∀ kααα …,, 21 , ( +++ "2211 uu ααT  

) ( ) ( ) ( )kkkk TTT uuuu αααα +++=+ "2211 . 

 

Matriz Associada a Uma Transformação Linear. 

 

Considere-se uma transformação linear mnT ℜ→ℜ:  e sejam: { }nuuu ,,, 21 …  uma 

base de nℜ  e { }mvvv ,,, 21 …  uma base de mℜ . Como n
i ℜ∈u  ( )ni ,,2,1 …= , 

( ) m
iT ℜ∈u . Daí que existirão ijα  ( )njmi ,,2,1;,,2,1 …… ==  tais que: 

( )
( )

( ) mmnnnn

mm

mm

T

T
T

vvvu

vvvu
vvvu

ααα

ααα
ααα

+++=
⋅⋅⋅⋅

+++=
+++=

"
"
"
"

2211

22221122

12211111

. Seja, agora, um vector qualquer nu ℜ∈ . O 

vector u  será combinação linear dos vectores da base de nℜ  { }nuuu ,,, 21 …  isto é, 

existem escalares ℜ∈nβββ ,,, 21 …  tais que: nnuuuu βββ +++= "2211 . Pela 3ª 

propriedade das transformações lineares pode-se escrever: ( ) =uT  

( ) ( ) ( ) ( )nnnn TTTT uuuuuu ββββββ +++=+++= "" 22112211 . Recorrendo ao 

conjunto de equações anterior podemos então escrever o seguinte: 

( ) ( ) ( ) +++++++++= """ mmmmT vvvvvvu 2222112212121111 αααβαααβ  

( ) ( ) ( ++++++=++++ 222121112121112211 βαβαβαβαβααααβ vvvv nnnmnnnn ""  

) ( ) mnmnmmnn vv βαβαβαβα +++++++ """ 221122 . 

Verifica-se, assim, que se representarmos por mγγγ ,,, 21 …  as coordenadas de ( )uT  

relativamente à base { }mvvv ,,, 21 …  de mℜ , ou seja, ( ) mmT vvvu γγγ +++= "2211 , 

poderão ser obtidas  - comparando com as duas expressões anteriores – a partir das 
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seguintes relações: 

nmnmmm

nn

nn

βαβαβαγ

βαβαβαγ
βαβαβαγ

+++=
⋅⋅⋅⋅

+++=
+++=

"
"
"
"

2211

22221212

12121111

 que se podem reduzir à 

expressão matricial bAc ×= , onde 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mγ

γ
γ

#
2

1

c , 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
=

mnmm

n

n

ααα

ααα
ααα

"
"
"
"

21

22221

11211

A  e 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nβ

β
β

#
2

1

b . Esta matriz tem o nome de matriz associada à transformação linear T  

relativamente às bases { }nuuu ,,, 21 …  de nℜ  e { }mvvv ,,, 21 …  de mℜ . Se estas bases 

forem as canónicas, dir-se-á apenas, matriz associada à transformação linear T . 

 

Exemplo – Seja a transformação linear 32: ℜ→ℜT  definida por 

( ) ( )yxyxyxT += ,,, . Determine a matriz associada a esta transformação 

relativamente às bases canónicas de 2ℜ  e 3ℜ . 

 

Neste caso temos: ( )0,11 =u , ( )1,02 =u , ( )0,0,11 =v , ( )0,1,02 =v  e ( )1,0,03 =v . 

( ) ( ) ( ) 3211 1011,0,10,1 vvvu ++=== TT ; ( ) ( ) ( ) 3212 1101,1,01,0 vvvu ++=== TT . 

Comparando com o que vimos acima para matriz associada à transformação linear 

( )
( )

( ) mmnnnn

mm

mm

T

T
T

vvvu

vvvu
vvvu

ααα

ααα
ααα

+++=
⋅⋅⋅⋅

+++=
+++=

"
"
"
"

2211

22221122

12211111

 vemos que 111 =α , 021 =α , 131 =α  e 012 =α , 

122 =α , 132 =α . A matriz A  é então: 

↑↑

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

11
10
01

A
. 
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Matrizes Semelhantes. 

 

Diz-se que duas matrizes S′  e S  são semelhantes, se existir uma matriz Q  regular, 

tal que SQQS 1−=′ . Considere-se uma transformação linear nnT ℜ→ℜ:  e duas 

bases de nℜ : base { }nuuuu ,,, 21 …=  e base { }nuuuu ′′′=′ ,,, 21 … . 

Sejam A  a matriz associada à transformaçãolinear T  relativamente à base u  e A′  a 

matriz associada à mesma transformação, mas relativamente à base u′ . Dado um 

vector qualquer nℜ∈v , esse vector será combinação linear dos vectores de cada uma 

das bases u  e u′ , pelo que existirão nβββ ,,, 21 …  e nβββ ′′′ ,,, 21 …  ℜ∈  tais que 

nn

nn

uuuv
uuuv
′′++′′+′′=

+++=
βββ
βββ

"
"

2211

2211 . Atendendo a que ( ) nT ℜ∈v  existirão, também 

nγγγ ,,, 21 …  e nγγγ ′′′ ,,, 21 …  tais que 
( )
( ) nn

nn

T
T

uuuv
uuuv
′′++′′+′′=

+++=
γγγ
γγγ

"
"

2211

2211 . Como vimos, 

estes coeficientes podem ser obtidos a partir das relações bAc ×=  e bAc ′×′=′ , 

onde A  e A′  são as matrizes associadas à transformação linear – já referidas – e 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mγ

γ
γ

#
2

1

c , 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nβ

β
β

#
2

1

b , 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′
′

=′

mγ

γ
γ

#
2

1

c  e 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′
′

=′

nβ

β
β

#
2

1

b . Por outro lado sabe-se que, ao  

efectuar-se a mudança da base u  para a base u′ , as coordenadas dos vectores v  e 

( )vT  transformam-se como mostram as expressões: 
cMc
bMb
′×=

′×=
T

T

 onde M  é a matriz 

de mudança da base u  para a base u′ . Tomando b  e c  dados acima e substituindo-os 

em bAc ×= , obteremos: bMAcM ′××=′× TT . Multipliquemos, agora,             

ambos os membros desta igualdade por ( ) 1T −M  - à esquerda: 

( ) ( ) bMAMcMM ′×××=′××
−− T1TT1T , ou seja, ( ) bMAMc ′×××=′

− T1T . Esta 

expressão comparada com bAc ′×′=′  leva-nos a concluir que ( ) T1T MAMA ××=′
− . 

As matrizes A  e A′  são portanto semelhantes. 
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Imagem e Núcleo de uma Transformação Linear. 

 

Seja a transformação linear: VU →:T . Chama-se imagem da transformação linear 

T  ao conjunto de vectores de V  que são imagens dos vectores de U : ( ) =UT  

( ) ( ){ }vuUuVv =∈∀∈== TT ,:Im . Chama-se núcleo de T  ao conjunto de vectores 

de U  cuja imagem é o vector nulo: ( ) ( ){ }0uUu =∈= TT :N . 

 

Exemplo – Determine a imagem e o núcleo da transformação linear 23: ℜ→ℜT  

definida por: ( ) ( )3,20,0,1 =T , ( ) ( )4,10,1,0 −=T , ( ) ( )2,51,0,0 −=T . 

 

Seja ( )zyx ,,  o vector genérico de 3ℜ . A imagem de T  será, então, igual a ( )zyxT ,, . 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )+=++=++= 3,21,0,00,1,00,0,11,0,00,1,00,0,1,, xzTyTxTzyxTzyxT  

( ) ( ) ( )zyxzyxzy 243,522,54,1 ++−−=−+−+ , ou seja, tem-se assim que ( ) =TIm  

( ){ }zyxzyx 243,52 ++−−= . 

Para determinar o núcleo de T : sendo ( ) ( )zyxzyxzyxT 243,52,, ++−−=  para 

calcularmos ( )TN  teremos de procurar os valores de x , y , z  que anulam 

zyx 52 −−  e zyx 243 ++ , ou seja, teremos de resolver o sistema                           

que se segue 
⎩
⎨
⎧

=++
=−−

0243
052

zyx
zyx

 ⇒  →⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −−
→⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−

02
19

2
110

02
5

2
11

0243
0512

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∀=

−=

=

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−
⇒⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
→⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −−
→

z

zy

zx

zy

zx
11

19
11

18

011
19

011
18

011
1910

011
1801

011
1910

02
5

2
11

. 

O sistema é indeterminado e a sua solução geral é 

( ) ( )1,11
19,11

18,11
19,11

18 −=−= zzzzS . Quando zx 11
18=  e zx 11

19−=  tem-se 

que 052 =−− zy  e 0243 =++ zyx , logo ( ) ( )0,0,11
19,11

18 =− zzzT  e 

( ) ( ){ }zzzT ,11
19,11

18N −= . O vector ( )11,19,18 − , por exemplo, pertence ao ( )TN . 
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Mudança de Base. 

 

Seja uma transformação linear nnT VV →:  e seja M  a matriz de T  na base u . 

Consideremos então duas bases de um espaço vectorial V , que apresentaremos por: 

{ }nuuuu ,,, 21 …=  e { }nvvvv ,,, 21 …= . Atendendo à definição de base, para 

qualquer vector vt∈  poderemos escrever: 
nn

nn

vvvt
uuut

βββ
ααα

+++=
+++=

"
"

2211

2211  onde 

nααα ,,, 21 …  são as coordenadas de t  na base  u  e nβββ ,,, 21 …  são as coordenadas 

de t  na base v . Como vvvv ∈n,,, 21 … , também estes vectores serão combinações 

lineares dos vectores da base u : 

nnnnnn

nn

nn

mmm

mmm
mmm

uuuv

uuuv
uuuv

+++=
⋅⋅⋅⋅

+++=
+++=

"
"
"
"

2211

22221212

12121111

 ou, ainda, Muv =  

sendo 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nv

v
v

v
#
2

1

, 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
=

nnnn

n

n

mmm

mmm
mmm

"
"
"
"

21

22221

11211

M  e 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nu

u
u

u
#
2

1

. À matriz M  daremos o 

nome de matriz de mudança da base u  para a base v . 

Se recorrermos agora às igualdades anteriores poderemos obter: 

( ) ( ++++++=+++= 2221212121211112211 uuuuuuuut mmmmm nnnn ββααα ""  

) ( ) ( +++=+++++++ """" 212111122112 mmmmmm nnnnnnnn βββ uuuuu  

) ( ) ( )nnnnnnnnnn mmmmmmm βββββββ ++++++++++ """ 2211222212121 uu . 

Atendendo a que cada vector se expressa univocamente como combinação linear dos 

vectores de base, concluímos que: 

nnnnnn

nn

nn

mmm

mmm
mmm

αβββ

αβββ
αβββ

=+++
⋅⋅⋅⋅

=+++
=+++

"
"
"
"

2211

22222112

11212111

, ou seja, 

βα TM=  onde 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nα

α
α

α
#
2

1

, 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nβ

β
β

β
#

2

1

 e TM  é a matriz transposta de M . Note-se 

que, se tivéssemos determinado a matriz M′  de mudança da base v  para a base u , 

teríamos ( ) ( )uMMMuMvMu ′=′=′=  que nos leva a concluir que IMM =′ , ou 
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seja, 1−=′ MM . Esta expressão, além de nos fornecer uma relação entre as matrizes 

M′  e M , indica-nos também, que a matriz M  é uma matriz regular, pois admite 

inversa. 

 

Exemplo – Sejam as bases de 3ℜ , ( ) ( ) ( ){ }1,0,0,0,1,0,0,0,1=u  e 

( ) ( ) ( ){ }1,1,3,0,1,1,1,2,1 −−−=v . 

a) Determine as matrizes de mudança da base u  para a base v  e desta para aquela. 

b) Determine as coordenadas do vector ( )3,2,5 −  na base v . 

 

a) Determinação de M  - matriz de mudança da base u  para a base v : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1,0,00,1,00,0,131,1,3

1,0,000,1,00,0,10,1,1
1,0,00,1,020,0,11,2,1

3

2

1

−+=−=
+−−=−−=

++==

v
v
v

 e assim 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=

113
011
121

M . 

Determinação de M′  - matriz de mudança da base v  para a base u : 

Da primeira igualdade obtemos: →
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−
=+−

0101
0112
1311

0
02
13

1311

131211

131211

mm
mmm
mmm

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−−

→
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
→

1100
3010
1001

1100
2510
1201

1410
2510

1311
 ⇔  111 =m , 

312 =m , 113 =m . 

Da segunda igualdade obtemos: →
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−
=+−

0101
1112
0311

0
12
03

2321

232221

232221

mm
mmm
mmm

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

→
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

→
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
→

1100
4010
1001

1100
1510
1201

0410
1510
0311

 ⇔  121 −=m , 

422 −=m , 123 −=m . 
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Da terceira igualdade obtemos: →
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−
=+−

1101
0112
0311

1
02
03

3331

333231

333231

mm
mmm
mmm

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

→
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
→

1100
5010
2001

1100
0510
0201

1410
0510
0311

 ⇔  231 =m , 532 =m , 

133 =m . 

Então 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=′

152
141
131

M . (Prove que 1−=′ MM ) 

b) βα TM= , ( ) ααβ T1T MM ′==
− . Assim 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

10
38
13

3
2

5

111
543
211

2

1

nβ

β
β

#
. As 

coordenadas de t  na base v  são 13, 38, 10, isto é, 

( ) ( ) ( ) ( )1,1,3100,1,1381,2,1133,2,5 −+−−+=−=t  

 

Este mesmo exercício pode ser resolvido de forma diferente. 

a) Assim, para calcular u
vM , faz-se o indicado na resolução para M′ , isto é, fazendo 

tudo de uma só vez, →
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

101410
012510
001311

100101
010112
001311

 

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−−
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
→

111100
543010
332011

111100
012510
001311

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

→
111100
543010
211001

 Assim 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
111
543
211

u
vM .  

Quanto a [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

⇒=
−

101100
112010
311001

1u
v

v
u MM . Assim 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
101

112
311

v
uM . 

A alínea b) é calculada muito facilmente: 
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b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

10
38
13

3
2

5

111
543
211

. Evitamos assim calcular transpostas e inversas! 
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