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Capitulo 111 — Transformagdes Lineares

Capitulo 111

Transformagdes — ou Aplicacoes.

Sejam dois conjuntos A e B. Se a cada elemento a e A for associado um — e um
sO — elemento beB, dir-se-4 que foi definida uma transformacdo - ou
aplicacdo —de A em B. T:A— B. Ao elemento b da-se o nome de imagem — ou

transformada de a pela transformacéo T : b=T(a). O conjunto das imagens de
todos os elementos de A, chama-se contradominio da transformagéo - T(A) - sendo

A o0 seu dominio.

Exemplo — Sejam os conjuntos A = {a,b,c}, B = {x, y,z,t}. Definamos T : A— B do
seguinte modo T(a)=x, T(b)=z, T(c)=t. O dominio desta transformagéo é,
evidentemente, o conjunto A, o contradominio é T(A)={x,zt} - é Gbvio que

T(A)c B -easimagensde a, b e ¢ s&o, respectivamente, x, z e t.

Exemplo — Seja a transformagdo T:%? —S com S={(x,y,x)} e definida por

T(x,y)=(x,y,x). Neste caso o dominio da transformago é %> e o contradominio é

0 proprio S.

Exemplo — Seja a transformago T : R — R definida por T(x)= x. O dominio desta

transformacéo é R, mas o contradominio é R,".

Uma transformacéo diz-se injectiva se a elementos diferentes de A corresponderem
imagens diferentes em B, isto é, Va,be Aja=b=T(a)=T(b). As transformacdes

definidas nos dois primeiros exemplos anteriores sdo injectivas. No entanto, a
transformacdo indicada no terceiro exemplo ndo € injectiva, pois 2= -2, mas
T(2)=T(-2)=4.

Uma transformagio sera sobrejectiva se T(A)=B. E o caso da transformago
apontada no segundo exemplo, T(ERZ)z S.
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Capitulo 111 — Transformagdes Lineares

Se a transformacdo for injectiva e sobrejectiva, tomard o nome de transformacao

bijectiva - segundo exemplo.
Transformacéo Linear.

Sejam dois espacos vectoriais U e V. Uma transformacdo T :U — V é chamada
transformacao linear — ou aplicagdo linear — se:

1. vu,veUT(u+v)=T(u)+T(v)

2. YueU e VaeRT(au)=aT(u)

ou, simplesmente,

plou+ )= apu + pov

Exemplo - Verificar se as transformagbes T :9R* — R* a sequir definidas, sdo

transformacdes lineares:
a) T(xy)=(xy0)
b) T(x,y)=(x,y,x+y+1)

a) Sejam dois elementos quaisquer de %2, (x,y) e (X', y’) e um escalar «.

1. T((xy)+(X,y)=T(x+x,y+y')=(x+x,y+y'0). Como se tem que
T(x,y)=(x,y,0) e T(x,y)=(x,y,0), entio T(x,y)+T(x,y)=
=(x,y,0)+(x,y,0)=(x+x,y+y,0), e assim T((x,y)+(x,y)=
=T(x,y)+T(x,y’).

2. T(a(x,y))=T(ax,ay) = (ax,ay,0), aT(x,y)=a(x, y,0) = (ax,ay,0). Assim
também T (a(x, y))=aT(x,y).

A transformac&o definida em a) €, portanto, linear.

b) Sejam dois elementos quaisquer de R?, (x,y) e (x,y’) e um escalar «.

1. T(xy)+(X,y)=Tx+x,y+y)=(X+ X,y + Y, X+ X +y+y +1).
Como T(xy)=(x,y,x+y+1) e T(x,y)=(x,y,x'+y +1), entdo
verifica-se que T(xy)+T(x,y)=(xy,x+y+1)+(X,y, x+y +1)=
=(X+X,y+y ., X+xX +y+y +2). Tem-se, desta forma que:

T((x y)+ (< y ) =T y)+T(X,y).
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Capitulo 111 — Transformagdes Lineares

Esta transformacédo néo é linear.
Propriedades das Transformacdes Lineares.

18, - propriedade: A imagem do vector nulo € o vector nulo: T(O) =0.

22 - propriedade: A imagem do oposto de um vector é o oposto da imagem desse
vector: T(-u)=-T(u).

32 - propriedade: Vu,,u,,...u, €V e Va,,a,,..a R, T(au, +ou,+ -+

+au, )=a,T(u)+a,T(u,)++eT(u,).

Matriz Associada a Uma Transformagcéo Linear.

Considere-se uma transformagéo linear T:R" — %™ e sejam: {u,,u,,...,u,} uma
base de R" e {v,,v,,...,v,} uma base de R™. Como u, eR" (i=12,...,n),
T(u;)e®R". Dai que existirdio o; (i=12...m;j=12..,n) tais que:
T(u)=ay,V, +ayV, ++a,V,

T(U,)=a,V,+a,V, ++a,,V .
(uz) =V, + v, m2TM  Seja, agora, um vector qualquer ueR". O

T(u,)=a,V, + oV, +-+a,,V,

vector u serd combinagfo linear dos vectores da base de k" {u,,u,,...,u,} isto &,
existem escalares g, f,,.... 3, € R tais que: u=pgu,+p,u,+---+pu,. Pela 32
propriedade  das  transformagbes  lineares  pode-se  escrever: T(u):
=T(Bu, +Bu, +--+B.u,)=BT(u)+LT(u,)++AT(u,). Recorrendo ao
conjunto de equagdes anterior podemos entdo escrever 0  Seguinte:
T(U): ﬂl(allvl +a,V, +'“+amlvm)+ﬂ2(alzvl TRV, + '+am2Vm)+ et

+ B, (alnvl T a5,V +"'+amnvn): (allﬂl ta,f, ++ oy, py )Vl +(51‘21181 +ay,p, +
+"'+a2nﬁn)vz +"'+(am1:31 + 0, By +"'+amnﬁn)vm-

Verifica-se, assim, que se representarmos por 7,,7,,...,7, as coordenadas de T(u)
relativamente & base {v,,v,,...,v, | de R"™, ouseja, T(u)=y,V, +7,V, +-+ 7, V.,

poderdo ser obtidas - comparando com as duas expressdes anteriores — a partir das
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Capitulo 111 — Transformagdes Lineares

n=anfranf, o +ay B

_ N = Oy f+ Oy + ot .
seguintes relagdes: 72 = Cubr ¥ anp, on P que se podem reduzir a

Vm :amlﬂl +am2ﬂ2 +'“+amnﬂn

71 a, Q, o,
expressdo matricial c=Axb, onde c= 7/:2 . A= T O 0 O e
Vm Ay Cpy o A
B
b= '3:2 . Esta matriz tem o nome de matriz associada a transformacéo linear T
B,

relativamente as bases {u,,u,,...,u,} de R" e {v,,v,,...,v, } de R™. Se estas bases

forem as candnicas, dir-se-a apenas, matriz associada a transformacao linear T .

Exemplo - Seja a transformagio linear T:R*> >R definida por

T(x,y)=(x,y,x+y). Determine a matriz associada a esta transformagio

relativamente as bases canonicas de R? e R3.

Neste caso temos: u, =(10), u, =(01), v, =(10,0), v, =(010) e v, =(0,01).
T(u,)=T(L0)=@201)=1v, +0v, +1v,;  T(u,)=T(01)=(0L1)=0v, +1v, +1v,.
Comparando com 0 que vimos acima para matriz associada a transformacao linear

T(ul) =opVytaV, +t+a, Vv,

T(u2)= OV +QpV, + -+, V,

vemos que ay; =1, a,, =0, a, =1¢€ a;, =0,

T(un): OV 0V +o o+, V,

A=
a,, =1, a;, =1. Amatriz A é entéo:

-S> B P o

1
0
1
A
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Matrizes Semelhantes.

Diz-se que duas matrizes S’ e S sdo semelhantes, se existir uma matriz Q regular,
tal que S'=Q'SQ. Considere-se uma transformacdo linear T :R" — R" e duas

bases de R": base u ={u,,u,,...,u,} ebase u’ = {uj,uj,....u.}.

n
Sejam A a matriz associada a transformacaolinear T relativamente & base u e A’ a
matriz associada a mesma transformacdo, mas relativamente a base u’. Dado um

vector qualquer v e R", esse vector serd combinacao linear dos vectores de cada uma

!

das bases u e u’, pelo que existirdo S, f5,,....[3, € Bi,fB5,.... 0, € R tais que

V=ﬂ1U1+ﬂ2u2 +"'+:Bnun
)

L, ) Atendendo a que T(v)eR" existirdo, também
V= + fup -+ S

T(V)=p,U; +7,U, +-+7,U,
T(V)=pul +ppul +-+youl

estes coeficientes podem ser obtidos a partir das relagdes c=Axb e ¢'=A'xb’,

VirVareeorVn € Vi:Var--wy ¥y tais que . Como vimos,

onde A e A’ sdo as matrizes associadas a transformacdo linear — ja referidas — e

71 B 71 B

Y B, Ym B,

efectuar-se a mudanca da base u para a base u’, as coordenadas dos vectores v e

. b=MTxb’ ) .
T(v) transformam-se como mostram as expressoes: . onde M é a matriz
c=M" xc

e b’ Por outro lado sabe-se que, ao

de mudanca da base u para abase u’. Tomando b e ¢ dados acima e substituindo-os

em c=Axb, obteremos: MT"xc'=AxMT'xb’. Multipliquemos, agora,
ambos 0s membros desta igualdade por (MT)fl - a esquerda:
(M7 xMTxc'=(MT)"x AxMT xb’, ou seja, ¢'=(MT)"xAxMT xb’. Esta
expressao comparada com ¢’ = A’xb’ leva-nos a concluir que A’ = (MT )71 xAxMT,

As matrizes A e A’ sdo portanto semelhantes.
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Capitulo 111 — Transformagdes Lineares

Imagem e Nucleo de uma Transformagcéo Linear.

Seja a transformacdo linear: T : U — V. Chama-se imagem da transformacdo linear

T ao conjunto de vectores de V que sdo imagens dos vectores de U: T(U)=
=Im(T)={veV:VueU,T(u)=v}. Chama-se nicleo de T ao conjunto de vectores

de U cuja imagem ¢ o vector nulo: N(T)={ueU:T(u)=0}.

Exemplo — Determine a imagem e o nlcleo da transformacio linear T :R® — R?
definida por: T(1,0,0)=(2,3), T(0,1,0)=(-14), T(0,0,1)=(-5,2).

Seja (x,y,z) o vector genérico de %°. A imagem de T ser4, entdo, igual a T(x,y,z).
T(x,y,2)=T(x(10,0)+ y(0,1,0)+ 2(0,0,1)) = xT(1,0,0)+ yT(0,1,0)+ zT (0,0,1) = x(2,3) +
+y(-14)+2(-52)=(2x— y -52,3x + 4y + 22), ou seja, tem-se assim queIm(T)=
={(2x - y—52,3x+ 4y + 2z)}.
Para determinar o nicleo de T: sendo T(x,y,z)=(2x-y—523x+4y+2z) para
calcularmos N(T) teremos de procurar os valores de x, y, z que anulam
2x—y—-5z e 3x+4y+2z, ou seja, teremos de resolver o sistema
2X—y -5z = 1 -5} 1 - 5/10
X-y-52=0 _ (2 -1 -5 ¢ 0 Y -9 LN
3X+4y+22=0 3 4 - 0 117 1/ 1 0
x:ly z
_1/ _5/1 1 _18/ ;- 11
_)1%/' /1. Xélzody_l/
1 01 19 io 19/ 7 -0 11°
0 1 1910 11 | y+1%2=0 |

O sistema é indeterminado e a sua  solucdo geral é

S=(1%1Z,—1%1z,z)=2(1%1,—1%1,1). Quando x=1%1z e x:—l%lz tem-se

que 2-y-5z=0 e 3x+4y+2z=0, logo (1/12 1/122)

que se segue {

N(T)= {(1%12,—1%12, z)} O vector (18,-19,11), por exemplo, pertence ao N(T ).
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Mudanca de Base.

Seja uma transformacéo linear T:V" — V" e seja M a matriz de T na base u.
Consideremos entdo duas bases de um espaco vectorial V, que apresentaremos por:

u={u, u,,...,u,} e v={v,,v,,...,v,}. Atendendo a definicio de base, para

t=au, +a,u, +---+a,u,
qualquer vector tev poderemos escrever: onde

t Zﬂlvl +ﬁ2V2 +'”+ﬂnvn
a,,a,,...,a, S0 as coordenadas de t nabase u e f,f,,..., 5, sdo as coordenadas
de t na base v. Como v,,v,,...,v, €V, também estes vectores serdo combinacdes

vV, =mju, +mpyu, +---+m, u,

V, =MyuU, + MyU, ++-+ M, U

lineares dos vectores da base u: " ou, ainda, v=Mu

vV, =m,u, +m,u, +---+m_ u,

\41 m, My, - My u,
v m, m, -~ m u R .

sendo v=| 2|, M=| #* % e u=| 2. A matriz M daremos o
v, my, My - My u,

nome de matriz de mudanca da base u para a base v.

Se recorrermos agora as igualdades anteriores  poderemos  obter:
t=aU, +a,U, ++a,u, = B, (m,u, +m,u, +-+m,u, )+ B,(Mm,u, + myu, +
+okmy U, )4+ B (MU +mou, +o-+mou )=y (Bmy + Bomy, + o+
+4.m )+ u,(Bmy, + fomy, +---+ fm, )+ +u (Bmy, + B,m,, +---+ S.m, ).
Atendendo a que cada vector se expressa univocamente como combinag&o linear dos

m, B +m,B, +--+my B, =a,
My B +Myf, +--+M, B, =a,

vectores de base, concluimos que: , OU seja,
My B +m, B, +--+m, B, =a,
o, B
a=MTp onde a= a:z , B= ﬂf e MT é a matriz transposta de M. Note-se
a, B,

que, se tivéssemos determinado a matriz M’ de mudanca da base v para a base u,

teriamos  u=M'v=M'(Mu)=(M'M)u que nos leva a concluir que M'M =1, ou
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seja, M’ =M™ . Esta expressdo, além de nos fornecer uma relagdo entre as matrizes
M’ e M, indica-nos também, que a matriz M é uma matriz regular, pois admite

inversa.

Exemplo - Sejam as bases de ®°, u={100)(010)(001)} e
v={121),(-1-10),(31-1)}.
a) Determine as matrizes de mudanca da base u para a base v e desta para aquela.

b) Determine as coordenadas do vector (5,-2,3) na base v.

a) Determinacdo de M - matriz de mudanca da base u para a base v:

v, =(1,21)=(1,0,0)+2(0,1,0)+(0,0.2) 1 2 1
v, =(-1-10)=—(10,0)-(0,1,0)+0(0,01) e assim M=| -1 -1 0
v, =(31-1)=3(10,0)+(0,10)-(0,0) 3 1 -1

Determinagdo de M’ - matriz de mudanca da base v para a base u:

m, —m;, +3m; =1 1 -1 3.1
Da primeira igualdade obtemos: {2m, -m,+ m;=0=[2 -1 1:0|—
m,, ~m,=0 (1 0 -1i0
1 -1 3.1 10 -2:-1 100:-1
—/0 1 -5:-2|>|0 1 -5i1-2|>|0 1 0:3| < m,=1,
0 1 -4i-1) oo 1:1) (00 1i1

My —M,, +3m,, =0 1 -1 3.0
Da segunda igualdade obtemos: {2m, —m,, + My, =1=|2 -1 1 :11|—>
m,, - My, =0 1 0 -1:0

1 10 0: -1

1 -1 310 10 -2
-0 1 -5i1|->[0 1 -5:i1|>[0 1 0:-4] < my=-1,
0 1 -4i0/ (0 0 1!

-1 0 0 1'-1

m,, =—4, my, =-1.
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my, —m,, +3m,, =0
Da terceira igualdade obtemos:

ms, _m33:1
1 -1 3:0) (10 -2:10) (1 00:2
—|/0 1 -5:0|—>|0 1 -5i0|—>|0 1 0:5
0 1 —-4:1 00 1:1/ (00 11
my, =1.
1 3 1
Entdo M'=|-1 -4 1/|.(Proveque M'=M™)
2 5 1
ﬁl 1 -1
b) a:MTﬂ,ﬂz(MT)flazM'Ta.Assim Zl=|3 -4
) 1 -1
i
coordenadas de t na base v sdo 13,

t =(5-2,3)=13(1,2,1)+ 38(-1,-1,0)+10(3,1,-1)

Este mesmo exercicio pode ser resolvido de forma diferente.

2My —My, + My =0=| 2

1 -1 310
-1 1:0|>
1 0 -1'1

< my =2, My, =5,

2 5 13
5|x|-2|=|38].As
1 3 10
38, 10, isto é,

a) Assim, para calcular My}, faz-se o indicado na resolugdo para M’, isto é, fazendo

1 -1 31100] [t -13!1 00
tudo de uma s6 vez, [2 -1 11i10 1 0|—|0 1 -5'-2 1 0|—
1 0 -1i00 1| |0 1 -4!-10 1
1 -1 3;1 0 0] [L-10i-2 3 -3
—>/0 1 -5i-2 1 0|->|0 1 0:3 -4 5|
00 1:!1 -11] |0 0 1!1 -1 1
10 011 -1 2 1 -1 2
[0 1 0i3 -4 5[AssimM!=|3 -4 5
0011 -1 1 1 -1 1
1001 -1 3 1 -1 3
Quantoa MY =[M*["=[0 1 012 -1 1| AsimM!=|2 -1 1
0011 0 -1 1 0 -1

A alinea b) é calculada muito facilmente:

39
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1 -1 2|5 13
b) |3 -4 5||-2|=]|38]. Evitamos assim calcular transpostas e inversas!
1 -1 1| 3 10
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