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Capitulo V - Espagos Euclidianos

Capitulo V

Produto Escalar em Espacos Vectoriais.

Chama-se produto escalar no espaco vectorial E a uma aplicacdo ExE — R que a
todo o par real (u,Vv) de vectores de E associa um nimero real, indicado por u- v, tal
que 0s seguintes axiomas sejam verificados:

Pl) u-v=v-u

P2) u-(v+w)=u-v+u-w

P3) u-(Av)=A(u-v)

P4) v-v>0ev-v=0seesomentese v=0
O namero real u-v chama-se produto escalar dos vectores u e v.

Exemplo — No espago vectorial das forgas aplicadas a um ponto, a fungdo que a cada
par de forcas F, e F, associa 0 numero real obtido multiplicando-se as intensidades
dessas forcas pelo cosseno do angulo 6 que formam, € um produto escalar nesse

espaco: F, -F, =|F,||F,|cos6.

Exemplo — No espago vectorial dos polindmios em x, definidos num intervalo
fechado [a,b], a funcdo que a cada par de polinémios p = p(x) eq= q(x) associa o

namero real obtido mediante o integral definido do produto desses polinémios, é um

b
produto escalar nesse espago p-q = J' p(x)a(x)dx.

Exemplo — No R", a aplicagdo de R"xR" - N que ao par de vectores

u=(a,a, a,,...,a,) e v=(b,b,,b,,....b,) associa o nimero real:

u-v=ab, +a,b, +asb, +---+a,b, éum produto escalar.
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Capitulo V - Espagos Euclidianos

Espaco Vectorial Euclidiano.

Um espaco vectorial real, de dimensdo finita - n finito — no qual esta4 definido um

produto escalar, é um espaco vectorial euclidiano.
Moédulo de um Vector e Suas Propriedades.

Dado um vector v de um espaco vectorial euclidiano E, chama-se médulo ou norma

de v ao nGimero real ndo negativo, indicado por |v|, definido por |v|=+/v-v.

Exemplo - Se v =(x,y,z), v-v=(xY,2)-(X,y,2)=X-Xx+y-y+z-2=x" +y* + 27,

entdo |v|=vv-v =4x*+y?+2%.

i) Se |v| =1, isto é,se v-v =1, 0 vector v é chamado vector unitério.

. . 1 .
i) Dado um vector qualquer u € E, diferente de 0, 0 vector: —xu= Y g um

u
vector unitario.
Exemplo - No ", os vectores: E,=(100,---,0); E,=(010,---,0);
E,=(001--0), ..., E, =(0,0,0,---1) s&o unitérios.
Vejamos as propriedades do mddulo de um vector:
) IvV|>0 e |v|=0 se e somente se v=0. Esta propriedade é consequéncia de

P4)

)y |av|=|4|v]. De facto |av|= \J(av)-(av) =\ 22 (v V) = AWV - v =|4])v].
Atencdo: Sendo A um escalar, A* =+4 =||=norma.

1) |u-v|<|ulv|. De facto, se um dos vectores u, v é nulo, a verificagcdo da

propriedade € imediata. Se nem u nem v sdo nulos, para

qualquer AeR: u+Av|20 e |u+Av|=(u+Av) (u+Av) < Ju+av| =
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Capitulo V - Espagos Euclidianos

=\/u~u+2/1(u'v)+/12(v~v) tendo em vista que o primeiro membro da
;go—" T

igualdade acima é >0, o discriminante do trinomio em Aque figura no
segundo membro deve ser <0 - ndo queremos que existam duas raizes, pois

haveria zonas em que a funcdo era negativa e ai ndo poderiamos calcular
normas: se (U+Av)-(u+Av) = (u-u+24(u-v)+ Z(v-v)) (= ax? +bx+c, em
que a=v-v, b=2u-v), c=u-u, logo b®-4ac=(2(u-v)y-
—4(v-v)u-u)<0< A<0).

Temos assim que se A<0, entdo (2(u-v))’ —4(v-v)u-u)<0< 4(u-v)’ -
—4u-u)v-v)<0e (u-v) —(u-u)v-v)<0e|u-v| ~|u[*]v’ <0 e assim
tem-se [u-v|" < |u[’[v]* < [u-v] < |ulv].

Nota: Se |u| = vu-u entdo u-u=|ul".

A desigualdade |u-v|<|ullv| é conhecida com o nome de desigualdade de

Schwarz ou inequacéo de Cauchy-Schwarz.

O sinal = vale somente quando u+Av =0, isto &, quando u=(-A)v. Em

particular, em R* a igualdade verifica-se para vectores colineares.
V) Ju+v|<|u[+|v]. De facto, |u+v|=,/iu+vi~iu+vi<:>|u+v|=

=Ju-u+2Uu-v)+v-veu+v =u +2u-v)+|v]". Mas sabemos que
N (u-v) u+v* =Ju* +2(u-v)+ |y’ q

escalar ms
u-v<ju-v|<ulv|, logo |u+ v|2 < |u|2 + 2ulv| +|v|2 < lu+ v|2 < (|u| +|v|)2,
|
11
obtendo-se assim |u+v|<|u[+|v|, inequacdo designada por desigualdade

triangular.

Angulo de Dois Vectores.

A desigualdade de Schwarz: |u-v|<|u|-|v| permite escrever —|u|-|v|<u-v <|u[-|v],

MM uev ]

isto &, < <
M IUI IVI M

& -1< ——<1. Verifica-se que "V varia entre
IUI |V| IUI v
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-1 e 1 tal como o cosseno de um angulo &. Por esse motivo podemos dizer que

u-v A .
cosé = m em que & é o angulo entre dois vectores u e V.
ul-|v

Vectores Ortogonais e Conjunto Ortogonal de Vectores.

A espressdo cosd = m permite dizer que 6 = ”2 , isto €, cosd =0 se e somente
uj-|v

u-v
|.
se u-v =0. Nestas condi¢des, diz-se que dois vectores u e v de um espaco vectorial
euclidiano E séo ortogonais, e representa-se por ulv, se e apenas se u-v=0.0
vector 0 é ortogonal a qualquer vector veE: 0-v=0. Reciprocamente, se u é

ortogonal a qualquer vector ve E ,entélo u-u=0e u=0.
Um conjunto de vectores é chamado ortogonal quando dois vectores quaisquer u e v

desse conjunto sdo ortogonais, isto €, u-v=0.

Exemplo - Em %", os vectores E,=(100,--0); E,=(010,,0);
E,=(00L%--0), ..., E,=(0,00,---1) constituem um conjunto ortogonal de

vectores: se escolhermos quaisquer dois deles e efectuarmos o produto escalar ou

interno temos E, -E, =1x0+0x1+0x0+---+0x0=0.

7

Teorema — Um conjunto ortogonal de vectores ndo nulos, S ={v,,v,,V,,...,v,} &

linearmente independente.

Consideremos a igualdade: o,v, +a,V, +a,V,+---+a,v, =0. Comegemos por

considerar por hipdtese de que o contrario é verdadeiro. Se o conjunto S fosse

linearmente dependente, pelo menos um dos « seria diferente de zero. Vamos supor
#0 1L €1 1

— — — —

que se tem o, #0: a, (v, -V, )+a,(V, v, )+a, (v, -v,)+-+a,(v,-v,)=0-v, &
S a (v, v,)+a,x0+a;x0++a, x0=0= (v, -v,)+0+0+--+0=0 =
& a,(v,-v,)=0. Tendo em vista que v,-v, >0 - pois v, v, =|v,|" >0 - pode
concluir-se que «, =0 e, por consequéncia, 0 conjunto S={vl,v2,v3,...,vn} é

linearmente independente. Podemos fazer o mesmo para v, , etc.
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Se S, e S, séo subconjuntos ndo vazios do espaco vectorial euclidiano E, diz-se que
S, é ortogonal a S,, e representa-se por S,1S,, se qualquer vector v, €S, é

ortogonal a qualquer vector v, €S, .

Teorema — Dado um subconjunto S néo vazio do espaco vectorial euclidiano E, o

conjunto S* dos vectores ortogonais a S é um subespaco vectorial de E .

De facto,
i) Se v,v,eS" para qualquer ueS, tem-se v,-u=v,-u=0 e
V,-Uu+V, -u=(v, +v,)-u=0, 0que mostraque v, +v, €S*.

i) Analogamente, verifica-se que, para qualquer 2 € R, Av, € S*.

O subespago S* de todos os vectores ortogonais ao subconjunto S é chamado

complemento ortogonal de S.
Conjunto Ortonormal e Base Ortonormal.

Um conjunto de vectores € ortonormal se é ortogonal e todos 0s seus vectores sao

unitarios.

Exemplo — Em ", o conjunto dos vectores E, =(10,0,---,0); E, =(010,---,0);
E,=(00L--0), ..., E, =(0,0,0,---1) é ortonormal.

Um conjunto de vectores v,,Vv,,V,,...,V, que seja uma base do espaco vectorial

euclidiano E e seja ortonormal, diz-se uma base ortonormal de E.

Exemplo — Os vectores E,,E, E,,...,E, referidos atras constituem uma base

n

ortonormal de R".
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Componentes dos Vectores e Produto Escalar.

Se S={x,,X,,....x,} € uma base do espago vectorial E e se

u=aX, +a,X, +--+ax, e v=bx, +b,x, +---+b, x, séo dois vectores quaisquer

de E, a aplicagdo ExE — R que associa ao par de vectores (u,v) 0 numero real:

u-v=ab, +ab,+---+ab, €& um produto escalar. Vejamos: u-v=

= (aX, +a,X, +---+a,X, ) (b,x, +b,x, +---+b,x, )= (a,x, xb,x, )+ (a,x, xb,Xx, )+

oot (%, xbyx, ) = agby X, |* + a,b,[x, |+ +a,by[x,|* = &b, +a,b, +--+ab,.

De facto,

P1) u-v=ab +ab, +---+ab,=ba, +b,a,+---+ba, <u-v=v-u.

P2) Se W=CX, +CX,+-+CX,: u-(v+w)=a,(b,+c,)+a,(b,+c,)+---+
+a,(b, +c,)=u-(v+w)=ab, +ac, +a,b, +a,c, +---+ab, +a.c, <

o u-(v+w)=(ab, +ab, +---+a,b, )+ (ac, +a,c, +-+ac,)u-(V+w)=
=U-V+U-W.

P3) Se AeR: u-(Av)=a, xAb +a,xAb, +---+a, x b, < u-(Av)=A(ab, +
+a,b, +--+ab, )= u-(v)=A(u-v).

P4 u-u=a’+a, +--+a,_>0,sendo u-u=0,somentese u=0.

Vejamos o0 seguinte:

1) Em particular, em ", considerando a base ortonormal E, =(1,0,0,---,0);
E, =(0,10,---,0); E, =(0,01---,0), ..., E, =(0,0,0,---,1), o produto escalar
dos vectores u=(a,a,,a,,...,a,) e v=(b,b,,b,....b,) €& sendo
u=akE, +a,E,+a,E,+---+a,E, e v=bE +b,E,+bE,+---+bE,,
u-v=ab, +ab, +ab,+---+ab,. Alias, levando-se em conta as
propriedades do produto escalar e tendo em vista que: E;-E; =0 se i#],
E,-E;=1sei=j,ocalculode u-v daexactamente a expressao acima.

i) Como consequéncia imediata do célculo do produto escalar de dois vectores,

tem-separaU=V:U-U=a,+a, +--+a,, |u|:\/al2 +a, +--+a,’ .
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Processo de Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt.

Dado um espago vectorial euclidiano E e uma base S={v,,v,,V,,...,v,} desse

espaco, € possivel, a partir dessa base, determinar uma base ortonormal de E. De

facto, supondo que v,,Vv,,Vv,,...,v, ndo sdo ortogonais, considere-se: X, =V, €

n

determine-se o valor de « de modo a que o0 vector X, =V, —axX, seja ortogonal a X;:

. VS
se X, X, =0 entdo (v, —ax,)-X, =0 = Vv, X, —a(X, -X,)=0 < a=—2"1 isto &,
X, - X,

o [ Var X , « .
X, =V, X, . Assim, 0s vectores X, e X, sd0 ortogonais.
X, * X,

Consideremos agora 0 vector: X, =V, —a,X, —aX, € determine-se os valores de a, e

a, de modo que o vector X, seja ortogonal aos vectores X, € X,:

X3 0
(Vs_azxz_alxl)'X1=O - V3'X1_a2(xz'Xl)_al(xl'xl): Sabendo que
(Vs — X, _alxl)'xz =0 Vi X, _az(Xz 'Xz)_al(xl 'Xz): 0
X3 0
X — x.)=0 ) )
X, -X, =0 entdo, {v3 X =20, e g, =% g =Y X2 g g
Vs'Xz_az(Xz'Xz):0 X1 Xy Xy X,

a &

VX, VX, . - .
Xg=Vg—| — X, — X . Assim, 0s vectores X;, X, € X5 Sao ortogonals.
X, - X, Xy Xy

Pode concluir-se o teorema por indu¢do admitindo que, por este processo, tenham

sido obtidos (n-1) vectores X,,X,,Xs,...,X,, € considerar 0 vector:

X, =V, —a,, X, — - —aX; —a,X, —a,X,, onde a,,a,,a,,...,a,, S40 tais que o

n n

referido  vector  x seja  ortogonal aos  vectores  X;,X,,Xg,...,X, ;-

n

Os valores de a,a,,a,...,a,, Que aparecem em X,  S&o:

=Vn'X1 a =Vn'X2 a =Vn'X3 ....a Vi Xna

a p—
1 12 y A3
X1+ Xy X, - X,

1t dng T :
X3 X3 Xna " Xna

A base S={X,,X,,X;,...,X,] é uma base ortogonal. Para se obter uma base

ortonormal basta multiplicar cada x, por —. Assim, a base:
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sz{ulzr_h,uz:m,ug=m,...,un=|§:|} € uma base ortonormal - os

vectores sd0 ortogonais e unitarios — obtida a partir da base S={v,,v,,V,,...,V,},

base ndo ortogonal. O processo que permite a determinacdo da base ortonormal

chama-se processo de Gram-Schmidt.

Tendo em vista que, a, =

=(v. -u, ) —, a = "2 _y . X, —v . X, _ X, 1 (v -u
( n l) |Xl| 2 X2 'XZ n X2 ‘X2 n |X2|2 |X2| |X2| ( n 2)
i Do mesmo modo, a3:V”‘X3 :---:(vn.us).i, aH:—V“'anl =

|X2| X3 Xg |X3| X" Xna
Os vectores X;,X,,Xs,...,X, podem ser expressos do

:'“:(Vn 'un—l)'M'

seguinte modo:

1) X, =V,

X
”) X2:Vz_alxlzvz_(vz'ul)_l<:>xz:Vz_(vz'ul)ul

x|

X X
) X, =v;—a,X, —a;x; =V, _(V3 ‘uz)_2|_(V3 'ul)_l<:> X3 =V, _(Vs 'uz)uz -

X, x|
_(Vs 'ul)ul

Da mesma forma teriamos x, =V, —(v, U, — (v, -uy)u, —(v, -uu,, ...,

Xy =V, _(Vn 'un—l)un—l _'”_(Vn 'uz)uz _(Vn 'ul)ul'

Exemplo — Os vectores v, =(111), v, =(011) e v,=(0,01) de %R*® ndo sdo

ortogonais e ndo sao todos unitarios.

Vejamos: Vv, -V, =1x0+1x1+1x1=2#0, v, -v;=1x0+1x0+1x1=1#0,

V, Vy =0x0+1x0+1x1=1=0. Quanto & normas:  |v,|=4/v, Vv, =
=1 412412 =321, |v,|=/v, v, =02 +12+12 =2 21, |v,|=4/v, v, =
=402 +0%+1% =1=1.
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Os vectores v,, V, e v, sdo linearmente independentes e geram $R*, porém, apesar

de S=1{v,,v,,v,} constituir uma base de %°, ndo é uma base ortonormal. A partir

dela, e utilizando o processo de Gram-Schmidt, pode obter-se uma base ortonormal

S'={u,,u,,u;} de %R Vejamos como: x, =V, <V, =(111); u, ==

x|

(111 (111) (1 1 1j
= = =|—=,—=,—=|, X,=V,—(v,-u;)u;. Calculemos agora
1°+12+1° 3 3'J3'J3) (vt by g
1 1 1 1 1 2
v,-u,)=011)| = —,—= =0+ =+—==— Entdio x, =(011)——=x
o= 01 o )-0e L 2o 2 =(011)-2
x(iii)z(Oll)—(gzgjz[—gllj Ja calculamos x, =(111) e
3 V3 3 333 333

(_211J
X 3'3'3

ow|"

] . Calculemos entdo

X, =V, —(V4-u,)u, —(v,-u,)u,. Precisamos de calcular (v,-u,) e ainda

(v, -u): (v3-u2)=(0,0,1)-(—i6,%,%j=0+0+%=i, (v, ;)= (0.01)x

{%,%,%}:mm%:%. Logo x, :(0'0’1)_%[__6'_6’_6J_ﬁx
x(%%%j:(OOﬂ—(—%%%j—(%%%) Logo x;(O,—%,%} Sendo

assim S={x,,X,,X,} € uma base ortogonal. Falta calcular u, para termos

CHENCPIEH
X, 2'2 \2'2) (U 22)

a base ortonormal: u;=—=

X 2 2 11 2
| 041 41 \/J“ n
2 2 4 4 4
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"2'2 1 1 1 1 1

= =10,——,— Entdo S'=4u,,u,,Uu,f{=<U, =| —=,—,— |, U, =
J2 ( 2&) {123}{1(\/§3sj2
2

( 2 1 ¢ uma base ortonormal. Podemos
J_J_J_’ i = '

confirméa-lo, provando que u,,u,,u, sdo vectores ortogonais e unitarios:

l”[_L%%LL%=2J+1o
S OV RN ) N R AN N T- RN TR -
u, u3:(i,i1i].(o,_i,ij:o_i+i_o ortogonais
3 V3 3 2 2 6 6
T i 0 L iy B e B
6 6 /6 2 2 12 12
1Y (1Y (1Y 111 |3
u.l=./u, ‘U, = — | +|—=| +|—=| =, +=+==,—=1
|1|V11\/3[ﬁ)[3) 37373 V3
lu,| = lu,-u, = _i2+ i2+ iz— i+l+l— E—1 unitarios
2 252 /6 6 6 6 6 6 \6
2 2
1 1 1 1 2
Ugl=4U,-u, = [0+ ——| +|—=| =.[0+=+==]==1
U] 3 s \/ ( 2) [2} 2 2 2

Vejamos agora o que podemos dizer do vector E, = (1,0,0) de %* em relacdo a duas

bases diferentes: S’ ={u,,u,,u,} e S={v,,v,,v,}, cujos vectores j& conhecemos:

Exemplo — O vector E, =(1,0,0) de %®° pode ser expresso como combinagdo linear

dos vectores da base S'={u,,u,,u,}, referidos no exemplo anterior, e é unitério

1

nessa base. De facto: Elzxu1+yu2+zu3<:>(1,0,0):x(T,ﬁ,Tj+y

2 1 1 1 1 X X X 2y 'y yj
T T =y T =y T — +2Z- 01__1_ < 11010 =l Ty =y = + T T =T =T = +
ORI i e ) R et 2o

z 7 X 2y X y 7z X Yy z] .
+|0,—— 100 -, —+——=—-—,—+——=+—|. Obtém-se
[ J2'\2 (3 6'vV3 V6 V2'v3 6 2
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X%y

L+L_i:0@ X\/§+y—2\/§=0. Resolvendo o sistema, obtém-se
V3 6 V2

X y 5 x\/E+y+z\/§:O

—+—=+—==0

V3 V6 V2

x=§, y=—— ¢ z=0, logo, Elzgul—guzﬁwus. [E,|=yE, E, =
BY (Y , 36 |9

=l—| +|-——| +0° =, |=+==,/—-=1.
3 3 9 9 9

Exemplo - O vector E, =(1,0,0) de %* pode ser expresso como combinago linear

ol&

dos vectores da base S={v,,v,,v,}, referidos no pendltimo exemplo, mas néo é
unitario nessa base. De facto: E, =xv, + yv, +2zv, < (1,0,0)= x(111)+ y(0,11) +
+2(0,01) & (1,0,0)= (x,x,x)+(0,y,y)+(0,0,2) = (1,0,0) = (X, X + Y, x + y + ), isto &,

x=1
X+y=0 . Resolvendo o sistema, obtem-se x=1, y=-1 e z=0, logo,
X+y+z=0

E, =1v, -1v, +0v, e |E,| = JE, -E, =1 +(-1)* + 0% =1+1=+2 =1,

Forma Quadréaticaem E".

Dado um espaco vectorial E", de base S:{EI,EZ,...,En}, chama-se forma
quadrética, ao polindmio homogeéneo de segundo grau nas componentes X;,X,,...,X,

de um vector X, desse espaco, relativamente a base S.

Forma Quadratica no Plano.

R a c . Ly
A matriz simétrica real: A ={ b} associa ao vector X, = (x,,x, ) de R%?, referido &
C
)E

base ortonormal S={E, =(1,0),E, =(01)}, o polinémio seguinte X, AXg =
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a c|x , Lo .

=[x, xz]{ }{ l}:axlz+bx22+2(:xlx2 que é um polinémio homogéneo do
c bfx,

segundo grau em X, e X,, chamado forma quadratica do plano. A cada vector X,

corresponde um nmero real: p = X ' AXj.

4 12
Exemplo - A matriz simétrica real: A = Lz } define em R? a seguinte forma

4 12

uadratica X. AX. =[x, x
q s s [1 2]{12 _3

Xl 4 2 2
=4x," -3x,” +24x,X,. Ao vector
XZ

X, =(1,2), por exemplo, corresponde o nimero real: p =4x1% —2x2% + 24x1x2 =

=4-12+48=40.
Reducédo da Forma Quadratica no Plano a Forma Candnica.

Designando a forma quadratica no plano, X' AXg, por p(X), pode exprimir-se essa
forma quadrética por p(X)=4,x° +4,x,”, onde A, e A, sdo os valores proprios da
matriz A e (x,,x,) as componentes do vector X na base P ={X,,X,}, sendo X, e
X, 0s vectores proprios associados a 4, e A,. De facto: p(X)= X, AX,. Tendo em

vista que A € uma matriz simétrica real, pode escrever-se: D=PTAP, sendo D a

matriz diagonal cujos elementos séo os valores proprios 4, e A,, e P a matriz

ortogonal formada pelos vectores proprios unitarios X, e X,, associados a 4, e A4,.
A=PDP". Substituindo A por PDP' em p(X)=X, AX,, tem-se
p(X)=X,"PDP"X; ou p(X)=(X,"PD(PTX,). Fazendo P'X =X, ou

X 'P=X,",vem p(X)=X, DX,.

A 0 A, 0
Mas D:{Ol } e X, :L)((l}, logo p(X)=][x xz]{ ' }{Xl} e, finalmente,

22 2 0 22 X,
p(X)= %" +4,%,°. Assim X AXg =X, DX, ou ax’+bx,” +2cxXx, =
=%+ A,%,°. A forma A,x°+1,x,° é denominada forma canénica da forma

quadratica no plano.
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Exemplo — A forma quadratica: p(X)= 4x,> —3x,” +24x,x, pode ser expressa por
p(X)=—-12x2 +13x,”.

De facto,

I) A forma quadrdtica p(X)=4x,’—3x,” +24x,x, €é definida pela matriz

4 12
= [12 3}. Mas, os valores proprios da matriz A séo 4, =-12 e 4, =13,

4-2 12
pois det[A — Al] =0 |
12 -3-1

4 12 1 0
_,1 =
01

‘:O, ou seja,

(4-2)-3-1)-12x12=0= -12-41+31+ 1> -144=0= A* —1-156 =0

_1+y1° —4x1x(-156) _1++625 _1+25
2 2 2

e

oA =-12v 4, =13.

Entdo p(X)=-12x," +13x,”

) Por outro lado, os vectores proprios unitarios associados a A, e A, s&o,

respectivamente, X, =(—§%} e X, =(%§J pois, (A—A1)X =0, ou seja,

il e (g

k
(o))<l o)) (8} overdoss asim (177126 "0

12x, 3

Xl = :__Xz 3 3
16 4 X =——X, X =—=X, .
3 = 4 = 4 <. Teremos entao
12(—Zx2j+9x2:0 -9x, +9x, =0 X, =V

(xl,xz):(—%xz,xzjzxz[—% j Achemos 0 vector unitario: [(x,,x, )=

SEENE ERe e
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4-13 12 X, 0 -9 12 \x 0
Para A4, =13 tem-se = = = ,
12 -3-13)( X, 0 12 -16 \ X, 0

12x, 4

_9x, +12x,=0 |7 g ~3%

obtendo-se assim o0 sistema {12 16 0 = 4 =
X 20X, = 12(5 x2]—16x2 =0

4 4
X, = — X X, = —X
ot 37 o437, Tem-se entdo  (x,,X,)= [gxz,szz

16x, —16x, =0 X, =V

2
=X i,l . Achemos o vector unitario: |(x,,x, | = 4) 2o 8,95
(3 v 3 9 9

— 5 3/ 4
Teremos assim P = _% % Ent3o PT—[_4£ é} Sendo
4 3 % %

P'X, = X,, e supondo que as componentes de X sejam x, =1 e X, =2,

isto &, X, =(12), vem [// Z]H Xp xp{ﬂ, isto é, as

componentes de X, sdo0 x =1 (:—% ><l+%><2) e X,=2
(: % x1+ % x 2). Assim, 4x,° —3x,” +24x,x, =-12x,° +13x,” e para

X, =(12) tem-se 4x1% —3x 2% +24x1x2=-12x1* +13x2* &
& 4-12+48=-12+52 < 40=40.

Atengdo — N&o esquecer que (x,,X,) sdo as componentes de um vector X na

base P={X,,X,}, isto & neste caso, Pz{(—%%)(%%)} Entdo

definamos  de  que  género  terd  que  Ser (%, %,):

(X, %, )= (//)+x2(/ /) (%xl+%x2,%xl+%x2),ouseja,
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3 4
X, =—=X, +=X, 8
. 5 X +—X ==X, =X ==X
teremos  assim 4 3 & 5 5 “&<5 5 ‘<
Xz_gxl-i—gxz
X ix lx X, =—X 1
17 g2 92 1= 2 X, ==X, )
= = = 2 Entao
X —ﬂ lx +§x X —(i+§jx —§x X, =V
2 5 2 2 5 2 2 10 5 2 5 2 2

(X, %, )= (%xz,xzj = x{%,l} ou (x.,%,)=(x,2x,) = x,(L2).
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