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Capítulo V 
 

 

Produto Escalar em Espaços Vectoriais. 

 

Chama-se produto escalar no espaço vectorial E  a uma aplicação ℜ→×EE  que a 

todo o par real ( )vu,  de vectores de E  associa um número real, indicado por vu ⋅ , tal 

que os seguintes axiomas sejam verificados: 

P1) uvvu ⋅=⋅  

P2) ( ) wuvuwvu ⋅+⋅=+⋅  

P3) ( ) ( )vuvu ⋅=⋅ λλ  

P4) 0vv ≥⋅  e 0=⋅ vv  se e somente se 0v =  

 

O número real vu ⋅  chama-se produto escalar dos vectores u  e v . 

 

Exemplo – No espaço vectorial das forças aplicadas a um ponto, a função que a cada 

par de forças 1F  e 2F  associa o número real obtido multiplicando-se as intensidades 

dessas forças pelo cosseno do ângulo θ  que formam, é um produto escalar nesse 

espaço: θcos2121 FFFF =⋅ . 

 

Exemplo – No espaço vectorial dos polinómios em x , definidos num intervalo 

fechado [ ]ba, , a função que a cada par de polinómios ( )xpp =  e ( )xqq =  associa o 

número real obtido mediante o integral definido do produto desses polinómios, é um 

produto escalar nesse espaço ( ) ( )∫=⋅
b

a

dxxqxpqp . 

 

Exemplo – No nℜ , a aplicação de ℜ→ℜ×ℜ nn  que ao par de vectores 

( )naaaa ,,,, 321 …=u  e ( )nbbbb ,,,, 321 …=v  associa o número real: 

nnbabababa ++++=⋅ "332211vu  é um produto escalar. 
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Espaço Vectorial Euclidiano. 

 

Um espaço vectorial real, de dimensão finita - n  finito – no qual está definido um 

produto escalar, é um espaço vectorial euclidiano. 

 

Módulo de um Vector e Suas Propriedades. 

 

Dado um vector v  de um espaço vectorial euclidiano E , chama-se módulo ou norma 

de v  ao número real não negativo, indicado por v , definido por vvv ⋅= . 

 

Exemplo – Se ( )zyx ,,=v , ( ) ( ) 222,,,, zyxzzyyxxzyxzyx ++=⋅+⋅+⋅=⋅=⋅ vv , 

então 222 zyx ++=⋅= vvv . 

 

i) Se 1=v , isto é, se 1=⋅ vv , o vector v  é chamado vector unitário. 

ii) Dado um vector qualquer Eu∈ , diferente de 0 , o vector: 
u
uu

u
=×

1  é um 

vector unitário. 

 

Exemplo – No nℜ , os vectores: ( )0,,0,0,11 "=E ; ( )0,,0,1,02 "=E ; 

( )0,,1,0,03 "=E , … , ( )1,,0,0,0 "=nE  são unitários. 

 

Vejamos as propriedades do módulo de um vector: 

I) 0≥v  e 0=v  se e somente se 0v = . Esta propriedade é consequência de 

P4) 

II) vv λλ = . De facto ( ) ( ) ( ) vvvvvvvv λλλλλλ =⋅=⋅=⋅= 2 . 

Atenção: Sendo λ  um escalar, ≠=±= λλλ2 norma. 

III) vuvu ≤⋅ . De facto, se um dos vectores u , v  é nulo, a verificação da 

propriedade é imediata. Se nem u  nem v  são nulos, para                      

qualquer ℜ∈λ : 0≥+ vu λ  e ( ) ( ) =+⇔+⋅+=+ vuvuvuvu λλλλ  
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N ( ) ( )
	�
0

2

0

2
≥≥

⋅+⋅+⋅= vvvuuu λλ  tendo em vista que o primeiro membro da 

igualdade acima é 0≥ , o discriminante do trinómio em λ que figura no 

segundo membro deve ser 0≤  - não queremos que existam duas raízes, pois 

haveria zonas em que a função era negativa e aí não poderíamos calcular 

normas: se ( ) ( ) ( ) ( )( )vvvuuuvuvu ⋅+⋅+⋅=+⋅+ 22 λλλλ  ( cbxax ++= 2 , em 

que vv ⋅=a , ( )vu ⋅= 2b , uu ⋅=c , logo ( )( ) −⋅=− 22 24 vuacb  

( )( ) 004 ≤∆⇔≤⋅⋅− uuvv ). 

Temos assim que se 0≤∆ , então ( )( ) ( )( ) ( ) −⋅⇔≤⋅⋅−⋅ 22 4042 vuuuvvvu  

( )( ) ( ) ( )( ) 0004 2222 ≤−⋅⇔≤⋅⋅−⋅⇔≤⋅⋅− vuvuvvuuvuvvuu  e assim 

tem-se vuvuvuvu ≤⋅⇔≤⋅ 222 . 

Nota: Se uuu ⋅=  então 2uuu =⋅ . 

A desigualdade vuvu ≤⋅  é conhecida com o nome de desigualdade de 

Schwarz ou inequação de Cauchy-Schwarz. 

O sinal =  vale somente quando 0vu =+ λ , isto é, quando ( )vu λ−= . Em 

particular, em 3ℜ  a igualdade verifica-se para vectores colineares. 

IV) vuvu +≤+ . De facto, ( ) ( ) =+⇔+⋅+=+ vuvuvuvu  

( ) ( ) 222 22 vvuuvuvvvuuu +⋅+=+⇔⋅+⋅+⋅= . Mas sabemos que  

P P

�
�	�
III

normasescalar

vuvuvu ≤⋅≤⋅ , logo ( )22222 2 vuvuvvuuvu +≤+⇔++≤+ , 

obtendo-se assim vuvu +≤+ , inequação designada por desigualdade 

triangular. 

 

Ângulo de Dois Vectores. 

 

A desigualdade de Schwarz: vuvu ⋅≤⋅  permite escrever vuvuvu ⋅≤⋅≤⋅− , 

isto é, 11 ≤
⋅
⋅

≤−⇔
⋅

⋅
≤

⋅
⋅

≤
⋅

⋅
−

vu
vu

vu
vu

vu
vu

vu
vu

. Verifica-se que 
vu
vu
⋅
⋅  varia entre 
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–1 e 1 tal como o cosseno de um ângulo θ . Por esse motivo podemos dizer que 

vu
vu
⋅
⋅

=θcos , em que θ  é o ângulo entre dois vectores u  e v . 

 

Vectores Ortogonais e Conjunto Ortogonal de Vectores. 

 

A espressão 
vu
vu
⋅
⋅

=θcos  permite dizer que 2
πθ = , isto é, 0cos =θ  se e somente 

se 0=⋅ vu . Nestas condições, diz-se que dois vectores u  e v  de um espaço vectorial 

euclidiano E  são ortogonais, e representa-se por vu⊥ , se e apenas se 0=⋅ vu . O 

vector 0  é ortogonal a qualquer vector Ev∈ : 0=⋅ v0 . Reciprocamente, se u  é 

ortogonal a qualquer vector Ev∈ , então 0=⋅uu  e 0u = . 

Um conjunto de vectores é chamado ortogonal quando dois vectores quaisquer u  e v  

desse conjunto são ortogonais, isto é, 0vu =⋅ . 

 

Exemplo – Em nℜ , os vectores ( )0,,0,0,11 "=E ; ( )0,,0,1,02 "=E ; 

( )0,,1,0,03 "=E , … , ( )1,,0,0,0 "=nE  constituem um conjunto ortogonal de 

vectores: se escolhermos quaisquer dois deles e efectuarmos o produto escalar ou 

interno temos 00000100121 =×++×+×+×=⋅ "EE . 

 

Teorema – Um conjunto ortogonal de vectores não nulos, { }nvvvvS ,,,, 321 …=  é 

linearmente independente. 

 

Consideremos a igualdade: 0vvvv =++++ nnαααα "332211 . Começemos por 

considerar por hipótese de que o contrário é verdadeiro. Se o conjunto S  fosse 

linearmente dependente, pelo menos um dos α  seria diferente de zero. Vamos supor 

que se tem 01 ≠α : ( ) ( ) ( ) ( ) ⇔⋅=⋅++⋅+⋅+⋅
⊥⊥⊥≠

11133122

0

111 v0vvvvvvvv
����


"
����
����
����


nnαααα  

( ) ( ) ⇔=++++⋅⇔=×++×+×+⋅⇔ 00000000 11132111 "" vvvv ααααα n  

( ) 0111 =⋅⇔ vvα . Tendo em vista que 011 >⋅ vv  - pois 02
111 >=⋅ vvv  - pode 

concluir-se que 01 =α  e, por consequência, o conjunto { }nvvvvS ,,,, 321 …=  é 

linearmente independente. Podemos fazer o mesmo para 2v , etc. 
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Se 1S  e 2S  são subconjuntos não vazios do espaço vectorial euclidiano E , diz-se que 

1S  é ortogonal a 2S , e representa-se por 21 SS ⊥ , se qualquer vector 11 Sv ∈  é 

ortogonal a qualquer vector 22 Sv ∈ . 

 

Teorema – Dado um subconjunto S  não vazio do espaço vectorial euclidiano E , o 

conjunto ⊥S  dos vectores ortogonais a S  é um subespaço vectorial de E . 

 

De facto, 

i) Se ⊥∈Svv 21 ,  para qualquer Su∈ , tem-se 021 =⋅=⋅ uvuv  e 

( ) 02121 =⋅+=⋅+⋅ uvvuvuv , o que mostra que ⊥∈+ Svv 21 . 

ii) Analogamente, verifica-se que, para qualquer ℜ∈λ , ⊥∈Sv1λ . 

 

O subespaço ⊥S  de todos os vectores ortogonais ao subconjunto S  é chamado 

complemento ortogonal de S . 

 

Conjunto Ortonormal e Base Ortonormal. 

 

Um conjunto de vectores é ortonormal se é ortogonal e todos os seus vectores são 

unitários. 

 

Exemplo – Em nℜ , o conjunto dos vectores ( )0,,0,0,11 "=E ; ( )0,,0,1,02 "=E ; 

( )0,,1,0,03 "=E , … , ( )1,,0,0,0 "=nE  é ortonormal. 

 

Um conjunto de vectores nvvvv ,,,, 321 …  que seja uma base do espaço vectorial 

euclidiano E  e seja ortonormal, diz-se uma base ortonormal de E . 

 

Exemplo – Os vectores nEEEE ,,,, 321 …  referidos atrás constituem uma base 

ortonormal de nℜ . 
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Componentes dos Vectores e Produto Escalar. 

 

Se { }nxxxS ,,, 21 …=  é uma base do espaço vectorial E  e se 

nnaaa xxxu +++= "2211  e nnbbb xxxv +++= "2211  são dois vectores quaisquer 

de E , a aplicação ℜ→×EE  que associa ao par de vectores ( )vu,  o número real: 

nnbababa +++=⋅ "2211vu  é um produto escalar. Vejamos: =⋅ vu  

( ) ( ) ( ) ( ) +×+×=+++⋅+++= 2222111122112211 xxxxxxxxxx bababbbaaa nnnn ""

( ) nnnnnnnnn bababababababa +++=+++=×++ """ 2211
22

222
2

111 xxxxx . 

De facto, 

P1) uvvuvu ⋅=⋅⇔+++=+++=⋅ nnnn abababbababa "" 22112211 . 

P2) Se nnccc xxxw +++= "2211 : ( ) ( ) ( ) +++++=+⋅ "222111 cbacbawvu  

( ) ( ) ⇔++++++=+⋅⇔++ nnnnnnn cabacabacabacba "22221111wvu  

( ) ( ) ( ) ( ) =+⋅⇔+++++++=+⋅⇔ wvuwvu nnnn cacacabababa "" 22112211

wuvu ⋅+⋅= . 

P3) Se ℜ∈λ : ( ) ( ) ( +=⋅⇔×++×+×=⋅ 112211 babababa nn λλλλλλ vuvu "  

) ( ) ( )vuvu ⋅=⋅⇔+++ λλnnbaba "22 . 

P4) 022
2

2
1 ≥+++=⋅ naaa "uu , sendo 0=⋅uu , somente se 0u = . 

 

Vejamos o seguinte: 

I) Em particular, em nℜ , considerando a base ortonormal ( )0,,0,0,11 "=E ; 

( )0,,0,1,02 "=E ; ( )0,,1,0,03 "=E , … , ( )1,,0,0,0 "=nE , o produto escalar 

dos vectores ( )naaaa ,,,, 321 …=u  e ( )nbbbb ,,,, 321 …=v  é, sendo 

nnaaaa EEEEu ++++= "332211  e nnbbbb EEEEv ++++= "332211 , 

nnbabababa ++++=⋅ "332211vu . Aliás, levando-se em conta as 

propriedades do produto escalar e tendo em vista que: 0=⋅ ji EE  se ji ≠ , 

1=⋅ ji EE  se ji = , o cálculo de vu ⋅  dá exactamente a expressão acima. 

II) Como consequência imediata do cálculo do produto escalar de dois vectores, 

tem-se para vu = : 22
2

2
1 naaa +++=⋅ "uu , 22

2
2

1 naaa +++= "u . 
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Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt. 

 

Dado um espaço vectorial euclidiano E  e uma base { }nvvvvS ,,,, 321 …=  desse 

espaço, é possível, a partir dessa base, determinar uma base ortonormal de E . De 

facto, supondo que nvvvv ,,,, 321 …  não são ortogonais, considere-se: 11 vx =  e 

determine-se o valor de α  de modo a que o vector 122 xvx α−=  seja ortogonal a 1x : 

se 012 =⋅ xx  então ( ) ( )
11

12
1112112 00

xx
xvxxxvxxv
⋅
⋅

=⇔=⋅−⋅⇔=⋅− ααα , isto é, 

1
11

12
22 x

xx
xv

vx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
⋅

−= . Assim, os vectores 1x  e 2x  são ortogonais. 

Consideremos agora o vector: 112233 xxvx aa −−=  e determine-se os valores de 2a  e 

1a  de modo que o vector 3x  seja ortogonal aos vectores 1x  e 2x : 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅−⋅−⋅
=⋅−⋅−⋅

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅−−
=⋅−−

0
0

0
0

0

21122223

111

0

12213

211223

111223

3

3

�
�	�

����


��� 
��� 	�

��� ���� �


xxxxxv
xxxxxv

xxxv
xxxv

x

x

aa
aa

aa
aa

. Sabendo que 

021 =⋅ xx  então, 
( )
( )⎩

⎨
⎧

=⋅−⋅
=⋅−⋅

0
0

22223

11113

xxxv
xxxv

a
a

 e 
11

13
1 xx

xv
⋅
⋅

=a , 
22

23
2 xx

xv
⋅
⋅

=a , isto é, 

1
11

13
2

22

23
33

12

x
xx
xv

x
xx
xv

vx

����
����
 aa

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
⋅

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
⋅

−= . Assim, os vectores 1x , 2x  e 3x  são ortogonais. 

Pode concluir-se o teorema por indução admitindo que, por este processo, tenham 

sido obtidos ( )1−n  vectores 1321 ,,,, −nxxxx …  e considerar o vector: 

11223311 xxxxvx aaaa nnnn −−−−−= −− " , onde 1321 ,,,, −naaaa …  são tais que o 

referido vector nx  seja ortogonal aos vectores 1321 ,,,, −nxxxx … .                               

Os valores de 1321 ,,,, −naaaa …  que aparecem em nx  são: 

11

1
1

33

3
3

22

2
2

11

1
1 ,,,,

−−

−
− ⋅

⋅
=

⋅
⋅

=
⋅
⋅

=
⋅
⋅

=
nn

nn
n

nnn aaaa
xx

xv
xx
xv

xx
xv

xx
xv " . 

A base { }nxxxxS ,,,, 321 …=  é uma base ortogonal. Para se obter uma base 

ortonormal basta multiplicar cada ix  por 
ix

1 . Assim, a base: 
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=====′
n

n
n x

x
u

x
x

u
x
x

u
x
x

uS ,,,,
3

3
3

2

2
2

1

1
1 …  é uma base ortonormal – os 

vectores são ortogonais e unitários – obtida a partir da base { }nvvvvS ,,,, 321 …= , 

base não ortogonal. O processo que permite a determinação da base ortonormal 

chama-se processo de Gram-Schmidt. 

Tendo em vista que, =×⋅=⋅=
⋅

⋅=
⋅
⋅

=
11

1
2

1

1

11

1

11

1
1

1
xx

x
v

x
x

v
xx

x
v

xx
xv

nnn
na  

( )
1

1
1
x

uv ⋅⋅= n , ( )⋅⋅=×⋅=⋅=
⋅

⋅=
⋅
⋅

= 2
22

2
2

2

2

22

2

22

2
2

1 uv
xx

xv
x
xv

xx
xv

xx
xv

nnnn
na  

2

1
x

⋅ . Do mesmo modo, ( )
3

3
33

3
3

1
x

uv
xx
xv

⋅⋅==
⋅
⋅

= n
na " , … , =

⋅
⋅

=
−−

−
−

11

1
1

nn

nn
na

xx
xv

 

( )
1

1
1

−
− ⋅⋅==

n
nn x

uv" . Os vectores nxxxx ,,,, 321 …  podem ser expressos do 

seguinte modo: 

I) 11 vx =  

II) ( ) ( ) 11222
1

1
1221122 uuvvx

x
xuvvxvx ⋅−=⇔⋅−=−= a  

III) ( ) ( ) ( ) −⋅−=⇔⋅−⋅−=−−= 22333
1

1
13

2

2
233112233 uuvvx

x
xuv

x
xuvvxxvx aa

( ) 113 uuv ⋅−  

Da mesma forma teríamos ( ) ( ) ( ) 11422433444 uuvuuvuuvvx ⋅−⋅−⋅−= , … , 

( ) ( ) ( ) 112211 uuvuuvuuvvx ⋅−⋅−−⋅−= −− nnnnnnn " . 

 

Exemplo – Os vectores ( )1,1,11 =v , ( )1,1,02 =v  e ( )1,0,03 =v  de 3ℜ  não são 

ortogonais e não são todos unitários. 

 

Vejamos: 0211110121 ≠=×+×+×=⋅ vv , 0111010131 ≠=×+×+×=⋅ vv , 

0111010032 ≠=×+×+×=⋅ vv . Quanto às normas: =⋅= 111 vvv  

13111 222 ≠=++= , 12110 222
222 ≠=++=⋅= vvv , =⋅= 333 vvv  

11100 222 ==++= . 
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Os vectores 1v , 2v  e 3v  são linearmente independentes e geram 3ℜ , porém, apesar 

de { }321 ,, vvvS =  constituir uma base de 3ℜ , não é uma base ortonormal. A partir 

dela, e utilizando o processo de Gram-Schmidt, pode obter-se uma base ortonormal 

{ }321 ,, uuuS =′  de 3ℜ . Vejamos como: ( )1,1,1111 =⇔= vvx ; ==
1

1
1 x

x
u  

( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

++
=

3
1,

3
1,

3
1

3
1,1,1

111

1,1,1
222

, ( ) 11222 uuvvx ⋅−= . Calculemos agora 

( ) ( )
3

2
3

1
3

10
3

1,
3

1,
3

11,1,012 =++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⋅uv . Então ( ) ×−=

3
21,1,02x  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

3
1,

3
1,

3
2

3
2,

3
2,

3
21,1,0

3
1,

3
1,

3
1 . Já calculamos ( ),1,1,11 =x  e 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

3
1,

3
1,

3
2

2x . Calculemos agora =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

==
222

2

2
2

3
1

3
1

3
2

3
1,

3
1,

3
2

x
xu  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
6

1,
6

1,
6

2

3
6

3
1,

3
1,

3
2

9
6

3
1,

3
1,

3
2

9
1

9
1

9
4

3
1,

3
1,

3
2

. Calculemos então 

( ) ( ) 11322333 uuvuuvvx ⋅−⋅−= . Precisamos de calcular ( )23 uv ⋅  e ainda     

( )13 uv ⋅ : ( ) ( )
6

1
6

100
6

1,
6

1,
6

21,0,023 =++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=⋅uv , ( ) ( )×=⋅ 1,0,013 uv  

3
1

3
100

3
1,

3
1,

3
1

=++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
× . Logo ( ) ×−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

3
1

6
1,

6
1,

6
2

6
11,0,03x  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

3
1,

3
1,

3
1

6
1,

6
1,

6
21,0,0

3
1,

3
1,

3
1 . Logo ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
1,

2
1,03x . Sendo 

assim { }321 ,, xxxS =  é uma base ortogonal. Falta calcular 3u  para termos                  

a base ortonormal: =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

==

4
2

2
1,

2
1,0

4
1

4
1

2
1,

2
1,0

2
1

2
10

2
1,

2
1,0

22
23

3
3 x

x
u  
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
2

1,
2

1,0

2
2

2
1,

2
1,0

. Então { }
⎩
⎨
⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===′ 21321 ,

3
1,

3
1,

3
1,, uuuuuS  

⎭
⎬
⎫
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2
1,

2
1,0,

6
1,

6
1,

6
2

3u  é uma base ortonormal. Podemos     

confirmá-lo, provando que 321 ,, uuu  são vectores ortogonais e unitários: 

ortogonais

0
12
1

12
10

2
1,

2
1,0

6
1,

6
1,

6
2

0
6

1
6

10
2

1,
2

1,0
3

1,
3

1,
3

1

0
18
1

18
1

18
2

6
1,

6
1,

6
2

3
1,

3
1,

3
1

32

31

21

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=+−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⋅

=+−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅

=++−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅

uu

uu

uu

 

unitários

1
2
2

2
1

2
10

2
1

2
10

1
6
6

6
1

6
1

6
4

6
1

6
1

6
2

1
3
3

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

22
2

333

222

222

222

111

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

==++=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+=⋅=

==++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⋅=

==++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅=

uuu

uuu

uuu

 

 

Vejamos agora o que podemos dizer do vector ( )0,0,11 =E  de 3ℜ  em relação a duas 

bases diferentes: { }321 ,, uuuS =′  e { }321 ,, vvvS = , cujos vectores já conhecemos: 

 

Exemplo – O vector ( )0,0,11 =E  de 3ℜ  pode ser expresso como combinação linear 

dos vectores da base { }321 ,, uuuS =′ , referidos no exemplo anterior, e é unitário 

nessa base. De facto: ( ) ⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⇔++= yxzyx

3
1,

3
1,

3
10,0,13211 uuuE  

( ) +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇔⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅

6
,

6
,

6
2

3
,

3
,

3
0,0,1

2
1,

2
1,0

6
1,

6
1,

6
2 yyyxxxz

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+−=⇔⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+

263
,

263
,

6
2

3
0,0,1

2
,

2
,0 zyxzyxyxzz . Obtém-se  
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

=−+

=−

⇔

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=−+

=−

032

032

622

0
263

0
263

1
6

2
3

zyx

zyx

yx

zyx

zyx

yx

. Resolvendo o sistema, obtém-se 

3
3

=x , 
3
6

−=y  e z=0, logo, 3211 0
3
6

3
3 uuuE +−= . =⋅= 111 EEE  

1
9
9

9
6

9
30

3
6

3
3 2

22

==+=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= . 

 

Exemplo - O vector ( )0,0,11 =E  de 3ℜ  pode ser expresso como combinação linear 

dos vectores da base { }321 ,, vvvS = , referidos no penúltimo exemplo, mas não é 

unitário nessa base. De facto: ( ) ( ) ( )++=⇔++= 1,1,01,1,10,0,13211 yxzyx vvvE  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zyxyxxzyyxxxz +++=⇔++=⇔+ ,,0,0,1,0,0,,0,,0,0,11,0,0 , isto é,  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+

=

0
0

1

zyx
yx

x
. Resolvendo o sistema, obtém-se 1=x , 1−=y  e 0=z , logo, 

3211 011 vvvE +−=  e ( ) 1211011 222
111 ≠=+=+−+=⋅= EEE . 

 

Forma Quadrática em nE . 

 

Dado um espaço vectorial nE , de base { }nEEES ,,, 21 …= , chama-se forma 

quadrática, ao polinómio homogéneo de segundo grau nas componentes nxxx ,,, 21 …  

de um vector X , desse espaço, relativamente à base S . 

 

Forma Quadrática no Plano. 

 

A matriz simétrica real: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

bc
ca

A  associa ao vector ( )21 , xxS =X  de 2ℜ , referido à 

base ortonormal ( ) ( ){ }1,0,0,1 21 === EES , o polinómio seguinte =SS AXX T  
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[ ] 21
2

2
2

1
2

1
21 2 xcxbxax

x
x

bc
ca

xx ++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  que é um polinómio homogéneo do 

segundo grau em 1x  e 2x , chamado forma quadrática do plano. A cada vector SX  

corresponde um número real: SSp AXX T= . 

 

Exemplo - A matriz simétrica real: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
312

124
A  define em 2ℜ  a seguinte forma 

quadrática [ ] 21
2

2
2

1
2

1
21

T 2434
312

124
xxxx

x
x

xxSS +−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=AXX . Ao vector 

( )2,1=SX , por exemplo, corresponde o número real: =××+×−×= 21242214 22p  

4048124 =+−= . 

 

Redução da Forma Quadrática no Plano à Forma Canónica. 

 

Designando a forma quadrática no plano, SS AXX T , por ( )Xp , pode exprimir-se essa 

forma quadrática por ( ) 2
22

2
11 xxp λλ +=X , onde 1λ  e 2λ  são os valores próprios da 

matriz A  e ( )21 , xx  as componentes do vector X  na base { }21, XXP = , sendo 1X  e 

2X  os vectores próprios associados a 1λ  e 2λ . De facto: ( ) SSp AXXX T= . Tendo em 

vista que A  é uma matriz simétrica real, pode escrever-se: APPD T= , sendo D  a 

matriz diagonal cujos elementos são os valores próprios 1λ  e 2λ , e P  a matriz 

ortogonal formada pelos vectores próprios unitários 1X  e 2X , associados a 1λ  e 2λ . 

TPDPA = . Substituindo A  por TPDP  em ( ) SSp AXXX T= , tem-se 

( ) SSp XPDPXX TT=  ou ( ) ( ) ( )SSp XPDPXX TT= . Fazendo PS XXP =T  ou 

TT
PS XPX = , vem ( ) PPp DXXX T= . 

Mas ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

0
0
λ

λ
D  e ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

x
x

PX , logo ( ) [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

2

1
21 0

0
x
x

xxp
λ

λ
X  e, finalmente, 

( ) 2
22

2
11 xxp λλ +=X . Assim PPSS DXXAXX TT =  ou =++ 21

2
2

2
1 2 xcxbxax  

2
22

2
11 xx λλ += . A forma 2

22
2

11 xx λλ +  é denominada forma canónica da forma 

quadrática no plano. 
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Exemplo – A forma quadrática: ( ) 21
2

2
2

1 2434 xxxxp +−=X  pode ser expressa por 

( ) 2
2

2
1 1312 xxp +−=X . 

 

De facto, 

I) A forma quadrática ( ) 21
2

2
2

1 2434 xxxxp +−=X  é definida pela matriz 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
312

124
A . Mas, os valores próprios da matriz A  são 121 −=λ  e 132 =λ , 

pois [ ] 0
312
124

0
10
01

312
124

0det =
−−

−
⇔=−

−
⇔=−

λ
λ

λλIA , ou seja, 

( )( ) 0156014434120121234 22 =−−⇔=−++−−⇔=×−−−− λλλλλλλ

e 
( )

1312
2
251

2
6251

2
1561411

21

2

=∨−=⇔
±

=
±

=
−××−±

= λλλ . 

Então ( ) 2
2

2
1 1312 xxp +−=X . 

II) Por outro lado, os vectores próprios unitários associados a 1λ  e 2λ  são, 

respectivamente, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

5
4,

5
3

1X  e ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

5
3,

5
4

2X , pois, ( ) 0XIA =− λ , ou seja, 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
0
0

312
124

2

1

x
x

λ
λ

. Para 121 −=λ  tem-se 
( )

( ) ×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−−
12312

12124
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇔⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

0
0

912
1216

0
0

2

1

2

1

x
x

x
x

, obtendo-se assim ⇔
⎩
⎨
⎧

=+
=+
0912
01216

21

21

xx
xx

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∀=

−=
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

−=
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−=−=
⇔

2

21

22

21

22

2
2

1

4
3

099
4
3

09
4
312

4
3

16
12

x

xx

xx

xx

xx

x
x

x
. Teremos então 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 1,

4
3,

4
3, 22221 xxxxx . Achemos o vector unitário: ( ) =21, xx  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⇒=+=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

5
4,

5
3

4
5

1,
4
3

4
5

16
16

16
91

4
3 2

2

. 
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Para 131 =λ  tem-se ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⇔⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
0
0

1612
129

0
0

13312
12134

2

1

2

1

x
x

x
x

, 

obtendo-se assim o sistema ⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
−

−=
⇔

⎩
⎨
⎧

=−
=+−

016
3
412

3
4

9
12

01612
0129

22

2
2

1

21

21

xx

x
x

x

xx
xx

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∀=

=
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=
⇔

2

21

22

21 3
4

01616
3
4

x

xx

xx

xx
. Tem-se então ( ) =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2221 ,

3
4, xxxx  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1,

3
4

2x . Achemos o vector unitário: ( )
3
5

9
9

9
161

3
4, 2

2

21 =+=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=xx , 

obtendo ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

5
3,

5
4

3
5

1,
3
4

. 

Teremos assim 
P P

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

↓↓

5
3

5
4

5
4

5
3P . Então 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡−
=

5
3

5
4

5
4

5
3

TP . Sendo 

PS XXP =T , e supondo que as componentes de SX  sejam 11 =x  e 22 =x , 

isto é, ( )2,1=SX , vem ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇔=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡−

2
1

2
1

5
3

5
4

5
4

5
3

PP XX , isto é, as 

componentes de PX  são 11 =x  ( )25
415

3 ×+×−=  e 22 =x  

( )25
315

4 ×+×= . Assim, 2
2

2
121

2
2

2
1 13122434 xxxxxx +−=+−  e para 

( )2,1=SX  tem-se ⇔×+×−=××+×−× 2222 21311221242314  

4040521248124 =⇔+−=+−⇔ . 

Atenção – Não esquecer que ( )21 , xx  são as componentes de um vector X  na 

base { }21, XXP = , isto é, neste caso, ( ) ( ){ }5
3,5

4,5
4,5

3−=P . Então 

definamos de que género terá que ser ( )21 , xx : 

( ) ( ) ( ) ( )21212121 5
3

5
4,5

4
5

3
5

3,5
4

5
4,5

3, xxxxxxxx ++−=+−= , ou seja, 
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teremos assim ⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ =

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ =+

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+−=

____
5
4

5
8

____
5
4

5
3

5
3

5
4

5
4

5
3

21211

212

211 xxxxx

xxx

xxx
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∀=

=
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

=
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

==
⇔

2

21

222

21

222

221

2
1

5
5

5
3

10
4

2
1

5
3

2
1

5
4

2
1

8
4

x

xx

xxx

xx

xxx

xxx
. Então 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1,

2
1,

2
1, 22221 xxxxx  ou ( ) ( ) ( )2,12,, 11121 xxxxx == . 
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