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Capitulo VI — Geometria Analitica no Plano

Capitulo VI

Sistema de Coordenadas no Plano.

Dois sistemas x,y de coordenadas rectangulares no plano dizem-se igualmente
orientados se for possivel transportar um destes sistemas rigidamente no plano até
coincidir com o outro. Em caso contrario, diz-se que a orientacdo dos sistemas é
oposta.

O sistema x,y da figura seguinte, por exemplo, ndo

pode ser transportado rigidamente no <} plano de modo a
coincidir com o sistema X,y da A nova figura seguinte

O que

p caracteriza 0S
o X

A sistemas das duas figuras é que o
b a eixo x coincidird com o eixo y em resultado da rotacdo de

> . Vs . < .
@) X angulo E do eixo x apenas se esta rotacao se realizar no

y

sentido anti-horério no primeiro caso e no sentido horério, no segundo.
O conceito de orientacdo pode ser estendido a qualquer par ordenado de vectores nao

colineares. Assim, dado um sistema de coordenadas rectangulares Xx,y, seja
a,b - por esta ordem — um par de vectores nao colineares com origem num ponto A.
Consideremos a transformagdo do par a,b - num par de vectores

ortogonais — constituida das seguintes etapas:

y b y y 4
Ab?
a k //
o a 2
> > >
O X O X O X
Na primeira etapa o par a,b

transporta-se rigidamente no b by
plano de modo que A coincida com O. Na segunda, efectua-se a rotagdo do par a,b
até que a adquira a direccdo e o sentido de x. Na terceira, efectua-se a rotacdo de

b - sem que o angulo entre a e b se torne igual a 0 ou a ~ - até que b resulte
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Capitulo VI — Geometria Analitica no Plano

compreendido no eixo y. Se o sentido do vector b que resulta desta transformacéo
coincidir com a orientacdo de y - isto €, se b pertencer ao semi-plano superior apos
as duas primeiras etapas da transformacdo — diz-se que o par a,b e o sistema X,y

séo igualmente orientados.

Sejam i,j os vectores unitdrios que tém a mesma direccdo e sentido que 0s eixos
X,Y, respectivamente. Um vector arbitrario de coordenadas (x, y) pode entdo ser
expresso na forma (x,y)=xi+yj. Para o verificar, basta observar que i=(10),

j=(0,1), e entdo tem-se xi + yj = x(1,0)+ y(0,1) = (x,0)+ (0, y) = (x, ).

Identificagdo de E* com o Plano Euclidiano.

Denomina-se produto escalar ou interno de dois vectores x = (x,,%,), y = (y,,y,) de
E? real — as coordenadas x,,y, sendo, por conseguinte, nimeros reais neste caso,
poderiam ser complexos - o ndmero (x,,X,)-(y;,Y,)= XY, +X,Y,. Portanto, se

definirmos o produto escalar em E* passamos a falar também em plano euclidiano.
Equagdes Parameétricas e Cartesiana da Recta.

Sejam (0,i,j) um sistema de coordenadas, P=(x,y) e A=(x,y,) um ponto
geneérico e um ponto dado, respectivamente, da recta r, e v =ai+bj um vector com

a mesma direccao de r: . Da equacéo vectorial da recta

y r
r: P=A+tv (A recta r passa por um ponto A etema
L ) P=(xy)
direccdo de um vector J A ( ) ndo nulo v. Para que um ponto
=X, Y . ..
P do plano pertenca a > v y fectar, é necessario e suficiente
O i X

que os vectores P—A e v sejam colineares: P—A=tv,

logo P=A+tv), vem entio P-A=tv, isto & (x,y)-(x,y,)=t(ai+bj)=

X—X, =ta
& (x=x,y-Y,)=tai+tbj < (x—x, )i + (y -y, )j = tai + tbj, ou ainda: {y yl b
—y, =
X=X +ta ) Y N )
, has quais a e b ndo sdo todos nulos (v=0), sdo denominadas
y= y1+tb

equacOes paramétricas da recta r, em relacdo ao sistema de coordenadas fixado. A
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recta r € o conjunto de todos 0s pontos (x,y) determinados pelas equacOes

paramétricas quando t - denominado parametro — variade —o a + .

Exemplo — As equagOes paramétricas da recta r que passa pelo ponto A = (3,0) e tem

a direcgio do vector v =2i+2j sdo: (x,y)-(3,0)=t(2i +2j) = (x-3)i+(y-0)j=

- equacOes parametricas.

. . x—3=2t Xx=3+2t
=2ti+2fj &

=
y—-0=2t y=2t

Se a recta for determinada por dois pontos A=(x,,y,) e B=(x,,y,), as equacdes

paramétricas de r serdo: P=A+t(B-A)= (X, y)=(x,y,)+t(x, = x,y, - y,) <

= t(x, —
= {X Xl + (X2 Xl)

y=y,+t(y, - v,)

Exemplo — As equacdes paramétricas da recta r que passa pelos pontos A= (2,1) e
B=(40) sio P=A+t(B-A)=(xy)=(21)+t(4-20-1) < (x,y)=(21)+

Lo Ix + 2t . o
+ (2t,—t) ou seja ¢ equacdes paramétricas.

A determinacédo da equacéo cartesiana faz-se a partir das paramétricas, determinando

o X=X +ta
t e substituindo em y=y,+tb. Logo teremos que, se vem
y=y,+th
(XX
a - . - .
< b . Teremos assim a equacao cartesiana da
_ X=X b y—ylz—(X—Xl)
y=Yy,+ a a

recta r: y—y, :g(x—xl).

Exemplo — A equacéo cartesiana da recta r que passa pelo ponto A= (3,0) e tem a

direccdo do vector v =(2,2) serd determinada através das equagdes paramétricas:
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, COMO Vimos atrés, logo t:XT_3 e y:XT_32<:> y—O=§(x—3), ou,

Xx=3+2t
y=2t

se quisermos, y = X—3.

Se a recta for determinada por dois pontos A=(x,,y,) e B=(x,,Y,), as equagdes

X=X +t(X, =X . X—X
ol l)eentao:tz—l,logo

paramétricas serdo, como vimos, {
y:y1+t(y2_y1) X =%

X — X . _
y=Y, +[ - ](y2 _y,),entdo y—y, =22 Yi(x_x).

2 1

2 1

Exemplo — A equagdo cartesiana da recta r que passa pelos pontos A=(2,1) e
. . . ~ . X=2+2t
B =(4,0) sera determinada através das equagdes parametricas: 1t ° Logo,
y=1-

X—2 X—2 1
teremost=——e y=1-— < y-1=——(x-2).
ey <Y 2( )

Angulo de Duas Rectas.

Seja uma recta r, que passa por um ponto A, = (xl, yl) e tem a direccdo de um vector

X X=X - N
u= (al, bl), expressa pelas equacées: ——L = % - equacgOes da recta sob a forma
al 1
simétrica. Seja, ainda, uma recta s, que passa por um ponto A, =(x2,y2) e tem a
. ~ - X—X —
direccdo de um vector v:(az,bz), expressa pelas equagOes —Zz%. @)
aZ 2
angulo @ das rectas r e s € o mesmo angulo dos vectores u e v que definem as

u-v

direccbes dessas rectas, isto é o angulo 6 é dado por: cosezmz
ul-|v

3 a,a, +bb,
\/alz +b,% x \/azz +b,’
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A ~ X—4
Exemplo — Calcule o angulo que a recta r, expressa pelas equagdes: o "

w <

forma com a recta s, dada pelas equacdes: XT_l = yT+1 .

. o . a,=6
As componentes do vector u que define a direccdo da recta r sdo: . As

a, =1
componentes do vector v que define a direcgdo da recta s sdo: b2 . O angulo @

, =

das rectas r e s é o mesmo angulo dos vectores u e v, isto é, cosﬁzﬁ:
ul-|v

_ a,a, +bb, 3 6x1+3x4 B 18 B 18 B
JaZ+b? xqfa,’ +b,7 62432 xV1P 447 36+9x41+16 45x 17

685

. Logo @ =arccos
85

18 18 6485
3/5x417 385 85

] =49,4°,

Paralelismo Entre Duas Rectas.

A condicdo de paralelismo entre duas rectas r e s € a mesma dos vectores

u=(a,b,) e v=(a,,b,) que definem as direccBes dessas rectas, isto & u=mv ou

Exemplo — A recta r que passa pelos pontos A =(-3,4) e B, =(5-2) e arecta s
que passa pelos pontos A, =(-12) e B, =(-55) sdo paralelas. De facto, as

~ ~ . X+3 y-4 ~ £~ X+1 y-2
equacdes da recta r s&o: 5 " _g e as equagOes da recta s sdo: 2" 3

R . . a,=8 ) .
Os parametros directores da recta r sao: bl 6 e 0s parametros directores da recta

) =

a,

« - . .. a b
s sdo: . A condicéo de paralelismo de duas rectas é: —~ =2 e neste caso

2 = a, 2

8
1° 3 0 que prova serem paralelas as rectas r e s.
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Se tivermos uma recta r, que passa por um ponto A = (xl, yl) e tem a direccdo de

, . X=X -
um vector u = (al, bl), ela é expressa pelas equagfes: ——= = Y%

1 1

. Qualquer recta

s, paralela a recta r, tem parametros directores a,,b, proporcionais aos parametros
directores a,,b, de r. Em particular, a;,b, sdo parametros directores de qualquer
recta paralela a recta r. Nestas condicdes, se A, =(X,,y,) é um ponto qualquer do

x X X=X -
plano, a equagéo da recta paralela a recta r, que passa por A,, é: ——=% = b £) :
al bl

Ortogonalidade Entre Duas Rectas.

A condigéo de ortogonalidade das rectas r e s é a mesma dos vectores u = (a,,b,) e
v=(a,,b,) que definem as direccdes dessas rectas, isto é u-v=0 ou

a,a, +bb, =0.

y+l

~ X—-3
Exemplo — A rectas r expressa pelas equaces: = = e a recta s expressa

o X +1 .
pelas equacoes: § = yT sdo ortogonais. De facto: as componentes do vector u que

&

define a direccdo da recta r sao: b e as componentes do vector v que define a

1

a, =

direccdo da recta s s&o: . A condicdo de ortogonalidade de duas rectas é

, =
u-v=0, isto é aa, +bb, =0. No caso presente: 8x3-6x5=24-30=—6=0 0
que prova que as rectas r e s nao sdo ortogonais.

Distancia Entre Dois Pontos.

A distancia & entre os pontos P, =(x,,y,) e P, =(x,,y,) é calculada de acordo com

aformula & =+/(x, - x, ) +(y, - v, ) -

Prof. Alzira Dinis
86



Capitulo VI — Geometria Analitica no Plano

Exemplo — Calcule a distancia entre os pontos A=(7,3) e B =(10).

A distancia & entre os pontos A e B é: 5 =+/(x, —x, ) +(y, — y,)* . De acordo com

os dados do problema: x,=7, x,=1, vy, =3, vy,=0. Logo, o=

=JA-7) +(0-3) =+/36+9 = /45 =35

Distancia Entre Um Ponto e Uma Recta.

. . X=X —
Sejam um ponto P, =(x,,y,) e uma recta r expressa pela equagio L =%.
a

A recta r, como se sabe, passa pelo ponto P, = (xl, yl) e tem a direccéo do vector

v=(a,b). A distancia & do ponto P, & recta r é medida sobre a perpendicular &

recta r que passa por P,: y A . A figura mostra que a
. P, = (X, X .

distancia & do ponto P, > = (% ) a recta r é a altura do
paralelogramo cujos u r lados sdo o0s vectores
v=ai+bj e u=PP,= 4 I-% v = (6, =% )i+(y, = y)i.

P = Xl’yl)
A recta r passa por o » P =(x,y,) e tem a
i X
direcgdo  do  vector v=(a,b). As equacdes

paramétricas  sdo (X, y)—(x,y,)=t(a,b) = (x—x, )i+ (y -y, )j = tai + tbj <

X—X =ta X=X +ta . X —X -
= ! = ' . Se determinarmos t = e t=Y "Y1 podemos
y—-y, =tb y=y, +tb a b
X—X - x o X — X -
obter ——L = % a equacéo da recta na forma simétrica. Mas ——+ = % o
a a

o (x=x p=aly-y,) < xb—xb=ay-ay, < bx-ay+bx, —ay, =0. Se fizermos
b=A, —a=B e bx, —ay, =C, obtemos a equacdo Ax+ By+C =0, denominada a
equacéao geral da recta.

Vamos considerar que a recta r tem entdo a equacdo Ax+By+C =0, sendo
H =(x3,y3) 0 pé da perpendicular tracada de P, para r, entdo o =disténcia:|P2H|.
Um vector perpendicular a recta r, seré entdo R = (A, B). Este vector é colinear com

P,H e, portanto, existe ke®R, tal que P,H=kR. Por outro lado, como
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H =P, +P,H vem, sucessivamente, H = P, +kR < (X,, ;)= (X,, Y, )+ k(A B) =

Xg = X, + KA
, com ke®R. E, como H=(x,,y;)er, as suas coordenadas

Y=Y, + kB
X3 Y3

/_/% f_/%
verificam a equagdo da recta:  A(x, +kA)+B(y,+kB)+C=0 ou

AX, +By, +C

27 R . Substituindo este valor
+

Ax, +kA? + By, +kB*+C =0. Entdo k = —

X3 = X, + KA

obtinhamos as coordenadas do pé H da
Y; =Y, +kB

k nas expressoes {

perpendicular baixada do ponto para a recta.
Voltando a P,H=kR, tem-se |P,H|=|k|-|R| e como |P,H|=5 e |R|=VA*+B?,

|AX, + By, +C|
VA? +B?

(xz, yz) as coordenadas de um ponto P, que dista uma quantidade & da recta r . Esta

vem 6 = , em que Ax+By+C =0 é a equacdo geral da recta e

férmula permite calcular directamente a distancia de um ponto a uma recta.

Exemplo — A distancia do ponto P =(1,2) & recta de equagio XTH:yT_:3 é

calculada passando a equacdo para a formula geral: (x+1)4=3(y—3)< 4x+4=

[4x1-3x2+13 11 11 1u

Jo2+(c3F V1649 V2B 5

=3y-9< 4x-3y+13=0, logo 6 =

Coénicas.

Chama-se conica a toda a curva plana que pode ser representada por uma equagdo do
segundo grau em x e y: ax® +by® +2cxy + 2dx +2ey + f = 0. Por outras palavras,
conica € o lugar geométrico dos pontos M do plano cujas coordenadas x e y, num
sistema cartesiano ortogonal, satisfazem a equagdo do segundo grau:

ax? +by? + 2cxy + 2dx + 2ey + f =0.
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As coordenadas x e y do ponto M do
plano sdo as componentes dos vectores
X eR? que satisfazem a equacdo de uma
conica:

A equacao de uma conica

Capitulo VI — Geometria Analitica no Plano

M =(xy)

X =(x}y)

ax? +by® +2cxy +2dx+2ey+ f =0 pode

ser expressa do seguinte modo:

ol i oo

uma vez que ax’ +by? +2cxy é uma forma

" . X ac 2d .
quadratica no plano. Considerando : X = , A= e N= 26 | a equacao
y

c b

anterior fica: Xi' AX, +NTX, + f =0, que é a equagio de uma cénica sob a forma

matricial. Tendo em vista que X, =PX, e que X 'AX, =X, DX,, de acordo

com o que vimos no capitulo anterior, a equagio X AX,+NTX, + f =0 fica

X,'DX, +N"PX, + f =0. Mas: xpz[

X Dz{/ll 0} ] P:[XM xn}
y_ O /12 XlZ XZZ

S R

X12 X22 AL

0 4,

conica pode ser representada por A4,x° + 1,y* +
os valores préprios da matriz simétrica real A,

Xp nabase P={X; = (X, X, ) X, = (Xp, X5, )}

y} + f =0, isto é, a equacdo de uma

px+qy+ f =0, naqual 4, e 4, séo
X € Yy as componentes dos vectores

, p e g dependem das componentes

dos vectores proprios unitarios X, e X,, associados a 4, e 4,.

Equacdo Reduzida de Uma Conica.

A equagdo de uma conica pode ser expressa por A,x*+A,y°+ px+qy+f =0.

Supondo A, e A, diferentes de zero,

89

pode escrever-se l{xz + % XJ +

1

Prof. Alzira Dinis



Capitulo VI — Geometria Analitica no Plano

2 2
alyiedylef=0 o Al Pxr P lialyre Sy I |iro
Z{y /12 yJ 1[ /11 /112 2 y 12 y 4222

2 2 2 2

2 2
_p__q_:(:)@ﬂl X+i +ﬂ’2 y+i +f_p__q_:0. Fazendo
42, 41, 2 22, 4%, 44,

X=X+
p>  q° i . 24,
—-————=-F e, através de uma translaccao: , vem:
42, 44 q
1 2 y — y +
24,

X%+ 2,2 —F =0 ¢, finalmente, 4,x* +4,y* =F .
A Ultima equacdo é a equacdo reduzida de uma conica de centro e, como se V&, o
primeiro membro € a forma candnica da forma quadratica no plano.

Se um dos valores proprios for igual a zero, 4, =0, por exemplo, a equagao:

X2+ A,y5+px+ay+ f =0, fica A,y*+px+qy+f=0 ou ﬂz(y2+%yj+

2

q q° q° q ’
x+f =0, isto & A,|y>+— X+f-—=0=1 —
+ pX+ 2[y + y+4/1 ]er + v =N 2[y+2/1j +

2
/12 2 2 2

2

+ p[x+i— g

j: 0. Fazendo, através de uma translaccéo: ,
P 4p4,

q
= 4+ —
Y=Yt

vem A,y° + px = 0. Esta equagéo € a equaco reduzida de uma cdnica sem centro.

Se em vez de A,, fosse A, =0, a equagdo reduzida da conica sem centro seria

x> +qy=0.

Exemplo — Determine a equacdo reduzida da conica representada pela equacéo:

17x% +12xy +8y? —10x + 20y +5=0.

A equacao da conica sob a forma matricial é

[x y]ﬁs7 Z}mw—m 20]m+5=o. Fazendo xszm, A{lg g} e

-10 i e T T
N = 20 , aequacao fica Xg AXg +N X +5=0.
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17-4 6

Determinemos os valores proprios da matriz A: det[A - Al]= 84

|:O,isto

é, (17-1)8-1)-36=0136-174-81+ 4 -36=0 < 1> —25+100 =0, isto &,
2, =5¢e4,=20.

Determinemos 0s vectores proprios unitarios associados aos valores proprios:

[17-4 6 X 0
}{ 1}:{0} Substituindo A4 por 5 na matriz anterior, vem

6 8-4|x,
[12 6 x, | [0 12x, +6x, =0  [x, =t

Yl T, isto € o e . Este resultado ¢é obtido se
16 3| x| |0 6x, +3x, =0 X, =—2t

resolvermos o sistema em ordem a x,, e considerando depois x, =t, uma incognita

qualquer. Podemos resolver o mesmo sistema da forma apresentada no capitulo
anterior. Através de matrizes torna-se sempre mais facil resolver o sistema em ordem
a ultima incognita, calculando as restantes em fungéo desta.

Assim, X, =t(1,-2) sdo vectores proprios associados a A, =5. Fazendo

t =1/J§ - ou seja, o inverso da norma de (1,-2) - obtém-se o vector proprio unitario

EE

Xlz(l ZJ, associado a A, =5. Substituindko A por 20 vem

X, =t

-3 6 ||Xx 0| .. , |[-3x,+6x,=0 . 1) .
= |, Isto e, e t . Assim, X, =t|1,— | sdo
6 -12]x,| |0 6x, —12x, =0 X, =5 2
- . 1 2 )
vectores proprios associados a 4, =20. Fazendo, t = T = NG obtém-se o vector
%
proprio unitario X —[i i) associado a 4, =20
="\ 5’5 2=
. . . 5 0] . )
A matriz A é transformada na matriz D = 0 20 através da matriz ortogonal P

cujos elementos sdo as componentes dos vectores proprios unitarios X, e X,,

y y
—— —
120 01
associados a 4, e A, P=| .5 5 :—{ } A equagio
2 1 5/-2 1
V5 5
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X TAX, +N"X, +5=0 pode ser expressa, através de uma transformagio

X
ortogonal — rotagdo — por X, DX, + N"PX, +5=0. Considerando X, =[ } vem
y

5 0| x 111 2| x . , 2 2
X y] +[-10 20]—= +5=0, isto é 5x'*+20y'* -
0 20y J5l-2 1]y

—ﬂx’+5=0 ou 5(X'2 —Ex’j+20y’2 +5=0<:>5(x’2 —Ex'+5}r20y'2 +5-

V5 V5 V5
5 2
-25=0< 5(X' —EJ +20y'*-20=0. Fazendo, através de uma translaccio:
X! _ !_i
5, a equacdo anterior fica: 5x'2 +20y’> —20=0 ou 5x’% +20y'? =20,
y'=y
12 y!2
ouainda — +-—=1.
4 1

Atencdo! — O facto de utilizarmos x" e y', em vez de x e y, na equacao reduzida

serve apenas para realcar o que foi chamado a atencdo no fim do capitulo V, isto &,

que a forma reduzida sé é idéntica a forma ndo reduzida, para determinados valores

de (x,y) -ou (x',y’).
Classificacao das Conicas.

A equagdo de uma conica de centro é 4,x* + 1,y° =F . Se 4, e 4, forem do mesmo
sinal, a conica sera do género elipse. Se 4, e A, forem de sinais contrarios, a conica
sera do género hipérbole. A equagdo de uma conica sem centro é: A,y* + px=0 ou

A,x*+qy =0. Uma conica representada por qualquer uma dessas equagdes é do

género parabola.

Exemplo - Determine o género de coOnica representada pela equacdo

17x* +12xy +8y? —10x + 20y +5=0.
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Vimos que a equacio reduzida desta conica é 5x* +20y* = 20, que podemos afirmar

ser a equacgdo de uma elipse cujos semi-eixos sdo CA=2 e CB =1. Tendo em vista

que E, = (1,0) e que X, = 0 angulo @ correspondente a rotagdo € dado

&%

por. CosezEl‘xl=E1~X1=1xi+0x(—iJ=i. Por outro lado, para
E, X, V5 V5) 5
. 2 1 E, X
confirmarmos, E, =(01) e X, =|-=,—=|. Logo, cos@=—2—"—"2=E,-X, =
2 ( ) 2 (\/g \/gJ | 2| |X | 2 2
0><—+1>< —iee—arccosi—6343°
NCRERNCIING V5
Temos assim a figura: yA
4{ y
>
0 X
0
y
B
C
A
X
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