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Capítulo VII 
 

 

Sistema de Coordenadas no Espaço. 

 

Dados dois sistemas x , y , z  de coordenadas rectangulares em 3ℜ , é possível, 

transportando um destes sistemas rigidamente no espaço, fazer coincidir dois dos 

eixos destes sistemas, digamos, os eixos x , y  de um dos sistemas com os eixos x , y  

do outro. O sentido do eixo z  de um dos sistemas pode, após tal transporte, coincidir 

com o sentido do eixo z  do outro – o que implica a coincidência dos sistemas – ou 

ser oposto a este. Os sistemas dizem-se igualmente orientados no primeiro caso e de 

orientação oposta, no segundo. É fácil ver, por exemplo, que a orientação do sistema 

x , y , z  da 

primeira figura 

que aqui é 

apresentada é 

oposta à 

orientação do 

sistema x , y , z  

da segunda figura. Um sistema de coordenadas rectangulares diz-se positivamente ou 

negativamente orientado, conforme esteja orientado de acordo com o sistema x , y , z  

da segunda figura ou o sistema x , y , z  da primeira figura. É fácil verificar, dado um 

sistema de coordenadas rectangulares x , y , z , que um observador colocado num 

ponto do semi-eixo positivo que observar o eixo y  apontado para cima, observará o 

eixo x  apontado para a direita, se o sistema de coordenados é positivamente 

orientado, e apontado para a esquerda, se o sistema é negativamente orientado. Este 

facto sugere um procedimento óbvio de determinação da orientação de qualquer 

sistema de coordenadas dado. 

O conceito de orientação pode ser estendido a qualquer tripla ordenada de vectores 

não coplanares – isto é, não compreendida num plano ou em planos paralelos. Assim, 

dado um sistema de coordenadas rectangulares x , y , z , seja cba ,,  - por esta     

ordem – uma tripla de vectores não coplanares com origem em A . Consideremos a 

c
a

x

y

O
bA

z

b

y

x

O

z

ca

A
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transformação da tripla cba ,,  que consiste em dar ao vector b  uma rotação no plano 

definido pelos vectores ba, , até que b  se torne ⊥  a a  - sem que se tenha tornado 

colinear a a  nesta transfornação, isto é, sem que o ângulo entre a  e b  se tenha 

tornado igual a 0 ou a π  - e, em seguida, em dar ao vector c  uma rotação no     

espaço – sem que c  corte o plano formado por a  e b  - até que c  se torne 

perpendicular a este plano. Resulta, assim, uma tripla de vectores ortogonais cba ,, . 

Transportando rigidamente esta tripla no espaço, pode-se fazer coincidir os vectores 

a  e b  em direcção e sentido com os eixos x  e y , respectivamente. Se, nestas 

condições, o sentido de c  coincidir com o do eixo z , diz-se que a tripla de vectores 

cba ,,  inicial e o sistema x , y  são igualmente orientados – primeira                    

figura – dizendo-se em caso contrário, que as orientações são opostas – segunda 

figura. 

Sejam kji ,,  os vectores unitários que têm a mesma direcção e sentido que os eixos 

x , y , z , respectivamente. Um vector arbitrário de coordenadas ( )zyx ,,  pode então 

ser expresso na forma ( ) kji zyxzyx ++=,, . Para o verificar, basta observar que 

( )0,0,1=i , ( )0,1,0=j , ( )1,0,0=k , então tem-se ( ) ( ) ++=++ 0,1,00,0,1 yxzyx kji  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zyxzyxz ,,,0,00,,00,0,1,0,0 =++=+ . 

 

Identificação de 3E  com o Espaço Euclidiano. 

 

Denomina-se produto escalar ou interno de dois vectores ( )321 ,, xxx=x , 

( )321 ,, yyy=y  de 3E  real – as coordenadas iii zyx ,,  sendo, por conseguinte, 

números reais neste caso, embora pudessem ser complexos - o número 

( ) ( ) 332211321321 ,,,, yxyxyxyyyxxx ++=⋅ . Portanto, se definirmos o produto escalar 

em 3E  passamos a falar também em espaço euclidiano. 

 

Equações Paramétricas e Cartesianas da Recta. 

 

Sejam ( )kji ,,,0  um sistema de coordenadas, ( )zyxP ,,=  e ( )111 ,, zyxA =  um ponto 

genérico e um ponto dado, respectivamente, da recta r , e kjiv cba ++=  um vector  
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y

z

O

i

k
( )111 ,, zyxA =

•
( )zyxP ,,=

•
r

x

j

com a mesma direcção da recta r : . Da 

equação vectorial da recta r : vtAP +=  

(A recta r  passa por um ponto A  e tem a 

direcção de um vector não nulo v . Para que 

um ponto P  do espaço pertença à recta r , é 

necessário e suficiente que         os vectores 

AP −  e v  sejam colineares: vtAP =− , 

logo vtAP += ), vem então vtAP =− , isto é, ( ) ( ) =− 111 ,,,, zyxzyx  

( ) ( ) kjikji tctbtazzyyxxcbat ++=−−−⇔++= 111 ,,  ou ( ) ( ) +−+− ji 11 yyxx  

( ) kjik tctbtazz ++=−+ 1 , ou ainda: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−
=−

tczz
tbyy
taxx

1

1

1

 e 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

tczz
tbyy
taxx

1

1

1

, nas quais a , b  e 

c  não são todos nulos ( 0v ≠ ), são denominadas equações paramétricas da recta r , 

em relação ao sistema de coordenadas fixado. A recta r  é o conjunto de todos os 

pontos ( )zyx ,,  determinados pelas equações paramétricas quando t  - denominado 

parâmetro – varia de ∞−  a ∞+ . 

 

Exemplo – As equações paramétricas da recta r  que passa pelo ponto ( )5,0,3 −=A  e 

tem a direcção do vector kjiv −+= 22  são: ( ) ( ) ( )⇔−+=−− kji 225,0,3,, tzyx  

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
=

+=
⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=−
=−

⇔−+=++−+−⇔
tz

ty
tx

tz
ty
tx

tttzyx
5

2
23

5
20
23

22)5(03 kjikji  - são as 

equações paramétricas. 

 

Se a recta for determinada por dois pontos ( )111 ,, zyxA =  e ( )222 ,, zyxB = , as 

equações paramétricas de r  serão: ( ) ( ) ( )+=⇔−+= 111 ,,,, zyxzyxABtAP  

( )
( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
−+=
−+=

⇔−−−+

121

121

121

121212 ,,
zztzz
yytyy
xxtxx

zzyyxxt . 
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Exemplo – As equações paramétricas da recta r  que passa pelos pontos ( )3,1,2 −=A  

e ( )2,0,4 −=B  são ( ) ( ) ( ) ( )⇔+−−−+−=⇔−+= 32,10,243,1,2,, tzyxABtAP  

( ) ( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
−=
+=

⇔−+−=⇔
tz

ty
tx

tttzyx
3

1
22

,,23,1,2,,  - equações paramétricas. 

 

A determinação das equações cartesianas faz-se a partir das paramétricas, 

determinando t  e substituindo em tbyy += 1  e tczz += 1 . Logo teremos que, se 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

tczz
tbyy
taxx

1

1

1

 vem ( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=−

−=−⇔

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=

−
=

11

11

1
1

1
1

1

____

xx
a
czz

xx
a
byy

c
a

xxzz

b
a

xxyy

a
xxt

. Teremos assim as 

equações cartesianas da recta r : 
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−

−=−

11

11

xx
a
czz

xx
a
byy

. 

 

Exemplo – As equações cartesianas da recta r  que passa pelo ponto ( )5,0,3 −=A  e 

tem a direcção do vector ( )1,2,2 −=v  será determinada através das equações 

paramétricas: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
=

+=

tz
ty

tx

5
2

23
, como vimos antes, logo 

2
3−

=
xt  e 2

2
3−

=
xy  e 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−=
2

35 xz , ou, melhor, ( )3
2
20 −=− xy  e ( )3

2
15 −−=+ xz  ou 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=+

−=

3
2
15

3

xz

xy
. 

 

Se a recta for determinada por dois pontos ( )111 ,, zyxA =  e ( )222 ,, zyxB = , as 

equações paramétricas serão, como vimos, 
( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
−+=
−+=

121

121

121

zztzz
yytyy
xxtxx

 e então: 
12

1

xx
xx

t
−
−

= , 
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y

z

O
i

k

x
j

πPvt

uh
Av

u

logo ( )12
12

1
1 yy

xx
xx

yy −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=  e ( )12
12

1
1 zz

xx
xx

zy −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+= , então, teremos, 

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−
−

=−

−
−
−

=−

1
12

12
1

1
12

12
1

xx
xx
zzzz

xx
xx
yyyy

. 

 

Exemplo – A equação cartesiana da recta r  que passa pelos pontos ( )3,1,2 −=A  e 

( )2,0,4 −=B  será determinada através das equações paramétricas: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
−=
+=

tz
ty

tx

3
1

22
. Logo, 

teremos 
2

2−
=

xt  e 
2

21 −
−=

xy  e 
2

213 −
+−=

xz , isto é, 
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=+

−−=−

2
2
13

2
2
11

xz

xy
 

 

Equações Paramétricas e Cartesiana do Plano. 

 

Seja A  um ponto de um plano π  e sejam vu,  dois vectores não colineares, 

linearmente independentes, paralelos a π . Se P  for um ponto genérico do plano π , 

teremos vu thAP +=− : . Quando h  e t ,   

que denominamos por parâmetros, variam 

de ∞−  a ∞+ , P  percorre o plano π . 

Então, a equação vu thAP ++=  é 

denominada equação vectorial do plano  

π . 

Sejam ( )kji ,,,0  um sistema de coordenadas, ( )zyxP ,,=  e ( )111 ,, zyxA =  um ponto 

genérico e um ponto dado, respectivamente, de um plano π , ( )333 ,, cba=u  e 

( )444 ,, cba=v  dois vectores não colineares, paralelos a π . Da equação vectorial do 

plano π : vu thAP ++= , vem vu thAP +=− , ou ( ) ( ) ( ) =−+−+− kji 111 zzyyxx  

kjikji 444333 tctbtahchbha +++++= , ou ainda, 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=−
+=−
+=−

431

431

431

tchczz
tbhbyy
tahaxx

 e 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++=
++=

431

431

431

tchczz
tbhbyy
tahaxx

. Estas equações, nas quais 444333 ,,,,, cbacba , não são todos 

nulos, são denominadas equações paramétricas do plano π , em relação ao sistema de 

coordenadas fixado. 

O plano π  é o conjunto de todos os pontos ( )zyx ,,  determinados pelas equações 

paramétricas quando h  e t  variam de ∞−  a ∞+  

 

Exemplo – Determine as equações paramétricas do plano π  que passa pelo ponto 

( )3,1,2=A  e é paralelo aos vectores kjiu +−−= 33  e kjiv 22 −+= . 

 

Designando por ( )zyxP ,,=  um ponto genérico desse plano, tem-se: vu thAP ++= , 

isto é, ( ) ( ) ( ) ( )2,1,21,3,33,1,2,, −+−−+= thzyx . Quando h  e t  variam de ∞−  a ∞+ , 

P  percorre o plano π . Assim, se 2=h  e 3=t , por exemplo: ( ) ( ) += 3,1,2,, zyx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,2,26,3,62,6,63,1,22,1,231,3,32 −−=−+−−+=−+−−+ . O ponto P  é um 

ponto do plano π . Então se ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =⇔−+−−+= zyxthzyx ,,2,1,21,3,33,1,2,,  

( )ththth 23,31,232 −++−+−=  tem-se 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
+−=
+−=

thz
thy

thx

23
31

232
 - equações paramétricas. 

 

Se o plano π  for determinado por três pontos ( )111 ,, zyxA = , ( )222 ,, zyxB =  e 

( )333 ,, zyxC = , as equações paramétricas de π  serão: ( ) ( )⇔−+−+= ACtABhAP  

( ) ( ) ( ) ( )131313121212111 ,,,,,,,, zzyyxxtzzyyxxhzyxzyx −−−+−−−+=⇔ , ou 

seja, 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−+−+=
−+−+=
−+−+=

13121

13121

13121

zztzzhzz
yytyyhyy

xxtxxhxx
. 

 

Exemplo – As equações paramétricas do plano que passa pelos pontos ( )2,7,5 −=A , 

( )3,2,8 −=B  e ( )4,2,1=C  são ( ) ( ) ( ) ( ) +−=⇔−+−+= 2,7,5,, zyxACtABhAP  
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y

z

O
i

k

x
j

πP
A

v

u

( ) ( )24,72,5123,72,58 +−−++−−−+ th  ou ( ) ( ) ( )+−−+−= hhhzyx ,5,32,7,5,,  

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−=
−−=
−+=

⇔−−+
thz
thy
thx

ttt
62
557
435

6,5,4  - equações paramétricas. 

 

A determinação da equação cartesiana ou geral do plano faz-se do seguinte modo: 

Sejam ( )kji ,,,0  um sistema de coordenadas, ( )zyxP ,,=  e ( )111 ,, zyxA =  um    

ponto genérico e um ponto dado, respectivamente, de um plano π ,        

( )333 ,, cba=u  e ( )444 ,, cba=v  dois vectores não colineares paralelos a π :                 

. Se P  é um ponto genérico do plano π , os 

vectores AP − , u , v  são coplanares e o 

produto misto desses três vectores                     

é nulo: ( ) 0,, =− vuAP , isto é: 

0

444

333

111

=
−−−

cba
cba

zzyyxx
, e ( )+− 1

44

33 xx
cb
cb

 

( ) ( ) 01
44

33
1

44

33 =−+−+ zz
ba
ba

yy
ac
ac

. Fazendo a
cb
cb

=
44

33 , b
ac
ac

=
44

33 , 

c
ba
ba

=
44

33 , vem ( ) ( ) ( ) 0111 =−+−+− zzcyybxxa  ou: −−−++ 11 byaxczbyax  

01 =− cz . Fazendo dczbyax =−−− 111 , vem, finalmente, 0=+++ dczbyax . Esta 

equação, na qual a , b  e c  não são simultaneamente nulos, é a equação geral do 

plano π , ou equação cartesiana do plano. 

 

Exemplo – A equação geral do plano que passa pelo ponto ( )3,1,2=A  e é paralela aos 

vectores kjiu +−−= 33  e kjiv 22 −+=  é: 0
212

133
312
=

−
−−

−−− zyx
 ou ×

−
−

21
13

 

( ) ( ) ( ) 03
12
33

1
22
31

2 =−
−−

+−
−

−
+−× zyx  ou ( )( ) ( )( )+−−+−− 162216 yx  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ⇔=−++−⇔=−+−−−⇔=−+−+ 093410503314250363 zyxzyxz
015345 =−+−⇔ zyx . 
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A equação geral do plano π  pode ser determinada eliminando os parâmetros h  e t  

nas equações paramétricas. 

Se o plano π  for determinado por três pontos ( )111 ,, zyxA = , ( )222 ,, zyxB =  e 

( )333 ,, zyxC =  e se ( )zyxP ,,=  é um ponto genérico de π , os vectores AP − , 

AB −  e AC −  são coplanares e o produto misto desses três vectores é nulo: 

( ) 0,, =−−− ACABAP , isto é: 0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

, ou, de acordo com as 

propriedades dos determinantes: 0

1
1
1
1

333

222

111 =

zyx
zyx
zyx
zyx

. O desenvolvimento do 

determinante conduzirá a uma equação do tipo: 0=+++ dczbyax . 

 

Paralelismo Entre Dois Planos. 

 

Sejam os planos 1π  e 2π  expressos, respectivamente, pelas equações: 

01111 =+++ dzcybxa  e 02222 =+++ dzcybxa . O vector ( )1111 ,, cba=w  é 

normal ao plano 1π  e o vector ( )2222 ,, cba=w  é normal ao plano 2π . A condição de 

paralelismo dos planos 1π  e 2π  é a mesma dos vectores 1w  e 2w , isto é: 21 ww m=  

ou 
2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

== . 

 

Exemplo – Os planos 1π  e 2π  expressos, respectivamente, pelas equações: 

01416128 =−+− zyx  e 015432 =++− zyx  são paralelos? 

 

De facto, as componentes do vector 1w , normal ao plano 1π , são: 81 =a , 121 −=b , 

161 =c  e as componentes do vector 2w , normal ao plano 2π , são: 22 =a , 32 −=b , 

42 =c . A condição de paralelismo de dois planos é: 
2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

==  e, neste caso: 

4
16

3
12

2
8

=
−
−

= , o que prova serem paralelos os planos 1π  e 2π . 
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Se, além das igualdades 
2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

==  se tiver também 
2

1

2

1

2

1

2

1

d
d

c
c

b
b

a
a

=== , os 

planos 1π  e 2π  serão coincidentes porque, nesse caso, a equação de 2π  é obtida de 

1π  mediante a multiplicação por um número, o que não altera a equação de 1π . 

Em particular, se 21 aa = , 21 bb = , 21 cc =  e 21 dd ≠ , os planos 1π  e 2π  também são 

paralelos. 

 

Perpendicularidade Entre Dois Planos. 

 

Sejam os planos 1π  e 2π  expressos, respectivamente, pelas equações: 

01111 =+++ dzcybxa  e 02222 =+++ dzcybxa . O vector ( )1111 ,, cba=w  é 

normal ao plano 1π  e o vector ( )2222 ,, cba=w  é normal ao plano 2π . A condição de 

perpendicularidade dos planos 1π  e 2π  é a mesma condição de ortogonalidade dos 

vectores 1w  e 2w , isto é: 021 =⋅ww  ou 0212121 =++ ccbbaa . 

 

Exemplo – Os planos 1π  e 2π  expressos, respectivamente, pelas equações: 

08328 =−+− zyx  e 07463 =+−+ zyx  são perpendiculares? 

 

De facto, as componentes do vector 1w , normal ao plano 1π , são: 81 =a , 21 −=b , 

31 =c  e as componentes do vector 2w , normal ao plano 2π , são: 32 =a , 62 =b , 

42 −=c . A condição de perpendicularidade dos dois planos é 021 =⋅ww , isto é: 

0212121 =++ ccbbaa . No caso presente: 0436238 =×−×−× , o que prova serem 

perpendiculares os planos 1π  e 2π . 

 

Paralelismo Entre Recta e Plano. 

 

Seja uma recta r , de parâmetros directores pm,,1 , expressa pelas equações: 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

qpxz
nmxy

. Seja um plano π  expresso pela equação 0=+++ dczbyax . A recta r  

é paralela ao plano π  se o vector ( )pm,,1=v , que define a direcção de r , for 
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ortogonal ao vector ( )cba ,,=w , normal ao plano π , isto é, se: 0=⋅wv  ou 

0=++ cpbma . 

 

Exemplo – A recta r , expressa pelas equações 154 −= xy  e 43 += xz , e o plano π , 

expresso pela equação: 09527 =−−+ zyx  são paralelos? 

 

De facto, as componentes do vector ( )pm,,1=v  que define a recta r  - além de          

1 – são: 
3
4

=
=

p
m

. As componentes do vector w , normal ao plano, são: 7=a , 2=b , 

5−=c . A condição para que a recta r seja paralela ao plano π  é que o vector w , isto 

é: 0=⋅wv  ou 0=++ cpbma . Neste caso: 035427 =×−×+  o que prova ser a 

recta paralela ao plano π . 

 

Perpendicularidade Entre Recta e Plano. 

 

Seja uma recta r , de parâmetros directores pm,,1 , expressa pelas equações: 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

qpxz
nmxy

. Seja um plano π  expresso pela equação 0=+++ dczbyax . A recta r  

é perpendicular ao plano π  se o vector ( )pm,,1=v , que define a direcção de r , for 

paralelo ao vector ( )cba ,,=w , normal ao plano π , isto é, se: wv t=  ou 
c
p

b
m

a
==

1 . 

 

Exemplo – A recta r expressa pelas equações: 
42
83

−=
+=

xz
xy

 e o plano π  expresso pela 

equação 0414217 =−++ zyx  são perpendiculares. De facto, as componentes do 

vector ( )pm,,1=v  que define a direcção da recta r  - além de 1 – são: 
2
3

=
=

p
m

. As 

componentes do vector w , normal ao plano π , são: 7=a , 21=b , 14=c . A 

condição para que a recta r  seja perpendicular ao plano π  é que o vector v  seja 

paralelo ao vector w , isto é: 
c
p

b
m

a
==

1 . No caso presente: 
14
2

21
3

7
1

== , o que 

prova ser a recta r  perpendicular ao plano π . 
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Intersecção de Dois Planos. 

 

Sejam os planos 1π  e 2π , não paralelos, expressos pelas equações: 

01111 =+++ dzcybxa  e 02222 =+++ dzcybxa . A intersecção dos planos 1π  e 2π  

é a recta r cujas equações reduzidas se deseja determinar – se tivermos as equações 

1111
11 yx

a
bx

a
byx

a
bx

a
byy

a
xx

b
yy

+−=⇔−=−⇔
−

=
− , se m

a
b
= , então, 

11 yx
a
bmxy +−= , se nyx

a
b

=+− 11 , vem, nmxy += ; se tivermos as equações 

1111
11 zx

a
cx

a
czx

a
cx

a
czz

a
xx

c
zz

+−=⇔−=−⇔
−

=
− , se p

a
c
= , então 

11 zx
a
cpxz +−= , se qzx

a
c

=+− 11 , vem qpxz += , que são as equações reduzidas 

da recta. O sistema constituido pelas duas equações gerais dos planos 1π  e 2π  é 

indeterminado, podendo exprimir-se duas variáveis em função de uma terceira: 

⎩
⎨
⎧

−−=+
−−=+

2222

1111

dxazcyb
dxazcyb

. Então 

22

11

222

111

cb
cb

cdxa
cdxa

y
−−
−−

=  e 

22

11

222

111

cb
cb

dxab
dxab

z
−−
−−

= . 

Efectuadas as operações indicadas, as duas equações resultantes da aplicação de 

determinantes reduzem-se à forma 
⎩
⎨
⎧

+=
+=

qpxz
nmxy

, isto é, obtemos as equações 

reduzidas da recta r  que passa pelo ponto ( )qnN ,,0=  e tem a direcção do vector 

( )pm,,1=v . 

 

Exemplo – Determine as equações reduzidas da recta r  de intersecção dos planos 1π  

e 2π , expressos, respectivamente, pelas equações: 0725 =++− zyx  e 

0433 =++− zyx . 

 

O sistema formado pelas equações dos planos 1π  e 2π  pode ser escrito do seguinte 

modo: 
433
752

−−=+−
−−=+−

xzy
xzy

, o que permite exprimir y  e z  em função de x : 
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θ

y

z

O
i

k

x
j

1P

2P

ru

v
δ

32
32

4375

13
12

143
175

−−=
+−

++−−
=

−
−
−−
−−

= xxxx
x

y  e =

−
−

−−−
−−−

=

13
12

433
752

x
x

z  

139
32

211586
−−=

+−
−−+

= xxx . A recta r  de intersecção dos planos 1π  e 2π  é 

expressa pelas equações 
139
32

−−=
−−=

xz
xy

. 

 

Distância Entre Dois Pontos. 

 

A distância δ  entre os pontos ( )1111 ,, zyxP =  e ( )2222 ,, zyxP =  é determinada de 

acordo com a seguinte fórmula: ( ) ( ) ( )2
12

2
12

2
12 zzyyxx −+−+−=δ . 

 

Exemplo – Calcule a distância entre os pontos ( )4,3,7=A  e ( )6,0,1=B . 

 

A distância δ  entre os pontos A  e B  é: ( ) ( ) ( )2
12

2
12

2
12 zzyyxx −+−+−=δ . De 

acordo com os dados do problema 
6;4
0;3
1;7

21

21

21

==
==
==

zz
yy
xx

, logo: =δ  

( ) ( ) ( ) 7494936463071 222 ==++=−+−+−= . 

 

Distância de Um Ponto a Uma Recta. 

 

Sejam um ponto ( )2222 ,, zyxP =  e uma recta r  expressa pela equação: 

c
zz

b
yy

a
xx 111 −

=
−

=
− . A recta r , como se 

sabe, passa pelo ponto ( )1111 ,, zyxP =  e tem a 

direcção do vector ( )cba ,,=v . A distância δ  

do ponto 2P  à recta r  é medida sobre a 

perpendicular à recta r  que passa por 2P :           

A figura mostra que a distância δ  do ponto 2P à recta r  é a altura do paralelogramo 
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cujos lados são os vectores kjiv cba ++=  e ( ) ( ) +−+−== jiPPu 121221 yyxx  

( )k12 zz −+ . Tendo em vista a fórmula para calcular a área de um          

paralelogramo - hbA ×=  - e sabendo que a área é dada por δ⋅v , sendo que 

θδ sinu= , então a área é vuuvv ×== θδ sin , logo 
v

vu×
=δ . Mas =× vu  

cba
zzyyxx 121212 −−−=

kji
 ou +

−−
+

−−
=× jivu

ac
xxzz

cb
zzyy 12121212  

k
ba

yyxx 1212 −−
+  e tem-se +

−−
+

−−
=×

2
1212

2
1212

ac
xxzz

cb
zzyy

vu  

2
1212

ba
yyxx −−

+ . 222 cba ++=v , logo obtém-se finalmente a fórmula 

222

2
1212

2
1212

2
1212

cba

ba
yyxx

ac
xxzz

cb
zzyy

++

−−
+

−−
+

−−

=δ . 

 

Exemplo – Calcule a distância do ponto ( )7,0,2=P  à recta r  expressa pelas 

equações: 
1

3
2

2
2

+
=

−
=

zyx . 

 

A recta r  passa pelo ponto 1P  cujas coordenadas são: 
3

2
0

1

1

1

−=
=
=

z
y
x

 e os parâmetros 

directores dessa recta são: 
1
2
2

=
=
=

c
b
a

. As coordenadas do ponto P  são: 
7
0
2

2

2

2

=
=
=

z
y
x

. A 

distância δ  do ponto P  à recta r  é dada por =δ  

222

2
1212

2
1212

2
1212

cba

ba
yyxx

ac
xxzz

cb
zzyy

++

−−
+

−−
+

−−

= . Obtemos assim =δ  
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δw

v

y

z

O
i

k

x
j

u

1P

2P

r

s

θ

w

v
u

δθ

=
++

−
++

−

=
++

−−
+

−+
+

+−

=
144

22
22

21
210

12
102

122

22
2002

21
0237

12
3720 222

222

222

( ) ( ) ( )
3
872

3
64324484

9
44220202 222

=
++

=
++−+−−

= . 

 

Distância Entre Duas Rectas. 

 

Sejam as rectas r  e s  expressas, respectivamente, pelas equações: 

1

1

1

1

1

1

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
−

 e 
2

2

2

2

2

2

c
zz

b
yy

a
xx −

=
−

=
−

. A recta r  passa pelo ponto 

( )1111 ,, zyxP =  e tem a direcção do vector ( )111 ,, cba=u . Se as rectas são 

concorrentes, a distância δ  entre elas é, por definição, nula. Se as rectas são 

paralelas, a distância δ  entre as rectas r  e s  é, nesse caso, a distância do ponto 

( )2222 ,, zyxP =  à recta que passa pelo ponto ( )1111 ,, zyxP =  e tem a direcção do 

vector ( )cba ,,=v  - que é a situação anteriormente apresentada. 

Vejamos o que se passa quando se tem rectas enviesadas, e assim, que não estão no 

mesmo plano: os vectores kjiu 111 cba ++= , kjiv 222 cba ++=  e == 12PPw  

( ) ( ) ( )kji 212121 zzyyxx −+−+−=  determinam um paralelipípedo cuja base é 

formada pelos vectores u  e v , e cuja altura é a distância δ  entre as rectas r  e s , 

porque a recta r  é paralela ao plano da base do paralelipípedo, uma vez que a sua 

direcção é a do vector u : . Tendo em vista a 

fórmula utilizada para calcular o volume 

de um paralelipípedo, alturabase ×= AV , 

podemos ver que a altura do paralelipípedo é 

δ  e como a base é        um paralelogramo, 

vu×=baseA , como já vimos antes, então 

δvu×=V , mas como θδ cosw= :  tem-se =×= θcoswvuv  

( ) ( )wvuwvu ,,=⋅×=  que é o produto misto de três vectores e 

( )
vu
wvu

×
=

,,δ . 
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Mas ( )
212121

222

111

,,
zzyyxx

cba
cba

−−−
=wvu , +==× i

kji
vu

22

11

222

111 cb
cb

cba
cba  

kj
22

11

22

11

ba
ba

ac
ac

++  e 
2

22

11
2

22

11
2

22

11

ba
ba

ac
ac

cb
cb

++=× vu , logo tem-se 

2

22

11
2

22

11
2

22

11

212121

222

111

ba
ba

ac
ac

cb
cb

zzyyxx
cba
cba

++

−−−
=δ . 

O determinante do numerador deve ser considerado em valor absoluto, tendo em vista 

que a distância é definida como um número real não negativo. 

 

Exemplo – Calcule a distância entre a recta r  expressa pelas equações: 

2
1

43
2 −

==
− zyx , e a recta s , expressa pelas equações: 

25
4

1
4 zyx

=
−

=
− . 

 

A recta r  passa pelo ponto 1P  cujas coordenadas são: 
1
0
2

1

1

1

=
=
=

z
y
x

 e os parâmetros 

directores dessa recta são: 
2
4
3

1

1

1

=
=
=

c
b
a

. A recta s  passa pelo ponto 2P  cujas coordenadas 

são: 
0
4
4

2

2

2

=
=
=

z
y
x

 e os parâmetros directores dessa recta são: 
2
5
1

2

2

2

=
=
=

c
b
a

. A distância δ  entre as 

rectas r  e s  é 
2

22

11
2

22

11
2

22

11

212121

222

111

ba
ba

ac
ac

cb
cb

zzyyxx
cba
cba

++

−−−
=δ , isto é, =δ  
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y

z

O
i

k

x
j

w
δ πP

A

1P

P

w
δA 1P

( ) ( ) ( )
=

++
+−+−−

=
−+−+−

−−
=

++

−−−
=

121164
2442081615

4156228

142
251
243

51
43

12
32

25
24

014042
251
243

222222

141
14131

141
31

== . 

 

Distância de Um Ponto a Um Plano. 

 

Sejam um ponto ( )1111 ,, zyxP =  e um plano π  expresso pela equação: 

0=+++ dczbyax . Sejam A  o pé da perpendicular conduzida por 1P  sobre o plano 

π  e ( )zyxP ,,=  um ponto qualquer desse 

plano: . O vector ( )cba ,,=w  é normal ao 

plano π  e, por conseguinte, o vector 1AP    

tem a mesma direcção de w . A distância do 

ponto 1P  ao plano π  é: 1AP=δ . 1AP  é a 

projecção do vector 1PP  na direcção do vector w . Vejamos agora o seguinte:             

, tendo em vista que 1AP  e w  têm a mesma direcção, pode 

considerar-se wAP a=1 . Assim, 11 APPAPP += , isto é 

wPAPP a+=1 . Se multiplicarmos ambos os termos por w , 

vem ( ) wwwPAwwPAwPP ⋅+⋅=⋅+=⋅ aa1 , e assim 

aaa ==⋅⇔⋅=⋅ 2
11 wwPPwwwPP , sendo o vector w  unitário. Como tínhamos 

definido wAP ⋅= a1  vem ( ) wwPPAP ⋅⋅= 11  e então wPPAP ⋅= 11 . Se o vector w  

não for unitário, deve considerar-se o seu versor: 
w
w , logo ter-se-á: 

w
wPPAP ⋅= 11  

que nos dá a projecção do vector 1PP  na direcção de w . Mas =1PP  

( ) ( ) ( )kji zzyyxx −+−+−= 111 , ( )kjiw
ww

w cba
cba

++
++

==
222

11 , logo: 
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( ) ( ) ( )
222

111

222

111

cba

czbyaxczbyax

cba

zzcyybxxa

++

−−−++
=

++

−+−+−
=δ . Como o ponto 

P  pertence ao plano π : dczbyax =−−− , e 
222

111

cba

dczbyax

++

+++
=δ . 

 

Exemplo – Calcule a distância do ponto ( )5,2,4−=P  ao plano 0822 =+++ zyx . 

 

As componentes do vector w , normal ao plano dado, são: 
2
1
2

=
=
=

c
b
a

 e o valor de d  é: 

8=d . As coordenadas do ponto P  são: 
5
2
4

1

1

1

=
=
−=

z
y
x

. A distância do ponto P  ao plano 

dado é, então, 
222

111

cba

dczbyax

++

+++
=δ , isto é: =

++

+×+×+×−
=

222 212

8522142
δ  

4
3

12
414

81028
==

++

+++−
= . 

 

Quádricas. 

 

Chama-se quádrica a toda a superfície que pode ser representada por uma equação do 

segundo grau em x , y  e z : ++++++++ nymxfyzexzdxyczbyax 22222222  

02 =++ qpz . Em outras palavras, quádrica é o lugar geométrico dos pontos M  do 

espaço tridimensional cujas coordenadas 

x , y  e z , num sistema cartesiano 

ortogonal, satisfazem a equação do 

segundo grau: ++++ dxyczbyax 2222  

022222 =++++++ qpznymxfyzexz . 

As coordenadas x , y  e z  do ponto M   

do espaço são as componentes               

dos vectores 3ℜ∈X  que satisfazem          

a       equação       de       uma       quádrica: 

z

( )zyxM ,,=

( )zyx ,,=X

O

x

y
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A equação de uma quádrica ++++++++ nymxfyzexzdxyczbyax 22222222  

02 =++ qpz  pode ser expressa do seguinte modo: [ ] ×
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

cfe
fbd
eda

zyx  

[ ] 0222 =+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
× q

z
y
x

pnm
z
y
x

, uma vez que fyzexzdxyczbyax 222222 +++++  

é uma forma quadrática no espaço tridimensional. Considerando 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

z
y
x

SX , 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

cfe
fbd
eda

A  e 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

p
n
m

2
2
2

N , a equação anterior fica: 0TT =++ qSSS XNAXX , 

que é a equação de uma quádrica sob a forma matricial. Tendo em vista que 

PS PXX =  e que, de acordo com o que vimos no capítulo anterior, 

PPSS DXXAXX TT = , a equação 0TT =++ qSSS XNAXX  fica simplesmente 

0TT =++ qPPP PXNDXX . Mas: 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

z
y
x

PX , 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3

2

1

00
00
00

λ
λ

λ
D  e 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

332313

322212

312111

xxx
xxx
xxx

P . Logo ter-se-á, [ ] [ ]×+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
pnm

z
y
x

zyx 222
00

00
00

3

2

1

λ
λ

λ
 

0

332313

322212

312111

=+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
× q

z
y
x

xxx
xxx
xxx

, isto é, a equação de uma quádrica pode ser 

representada por 02
3

2
2

2
1 =++++++ qtzsyrxzyx λλλ , na qual 1λ , 2λ  e 3λ  são os 

valores próprios da matriz simétrica real A , x , y  e z  as componentes dos vectores 

PX  na base ( ) ( ) ( ){ }333231323222121312111 ,,,,,,,, xxxxxxxxx ==== XXXP , r , s  e t  

dependem das componentes dos vectores próprios unitários 1X , 2X  e 3X , associados 

a 1λ , 2λ  e 3λ . 
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Equação Reduzida de Uma Quádrica. 

 

A equação de uma quádrica pode ser expressa por ++++++ tzsyrxzyx 2
3

2
2

2
1 λλλ  

0=+ q . Supondo 1λ , 2λ  e 3λ  diferentes de zero, pode escrever-se +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ xrx

1

2
1 λ
λ  

0
3

2
3

2

2
2 =+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ qztzysy

λ
λ

λ
λ , isto é, +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++ 2

1

2

1

2
1 4λλ
λ rxrx  

0
44444 3

2

2

2

1

2

2
3

2

3

2
32

2

2

2

2
2 =−−−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

λλλλλ
λ

λλ
λ tsrqtztzsysy , ou seja, 

0
444222 3

2

2

2

1

22

3
3

2

2
2

2

1
1 =−−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

λλλλ
λ

λ
λ

λ
λ tsrqtzsyrx . Fazendo 

Qtsrq −=−−−
3

2

2

2

1

2

444 λλλ
 e, através de uma translacção: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=

+=

+=

3

2

1

2

2

2

λ

λ

λ

tzz

syy

rxx

, vem: 

02
3

2
2

2
1 =−++ Qzyx λλλ  e, finalmente, Qzyx =++ 2

3
2

2
2

1 λλλ . 

Esta última equação é a equação reduzida de uma quádrica de centro e, como se vê, o 

primeiro membro é a forma canónica da forma quadrática no espaço tridimensional. 

Se um dos valores próprios for igual a zero, 01 =λ , por exemplo, a equação: 

02
3

2
2

2
1 =++++++ qtzsyrxzyx λλλ , fica 02

3
2

2 =+++++ qtzsyrxzy λλ ,    

isto é, +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⇔=++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ 2

2

2

2

2
2

3

2
3

2

2
2 4

0
λλ

λ
λ

λ
λ

λ sysyqrxztzysy  

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⇔=−−++⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++ ztzysytsqrxtztz

3

2
3

2

2
2

3

2

2

2

2
3

2

3

2
3 0

444 λ
λ

λ
λ

λλλλ
λ  

0
44 3

2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−++

λλ r
t

r
s

r
qxr . Fazendo, através de uma translacção: 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=

+=

−−+=

3

2

3

2

2

2

2

2

44

λ

λ

λλ

tzz

syy

r
t

r
s

r
qxx

, vem 02
3

2
2 =++ rxzy λλ . Esta equação é a equação 

reduzida de uma quádrica sem centro. 

Se em vez de 1λ , fosse 02 =λ  ou 03 =λ , a equação reduzida de uma quádrica sem 

centro seria 02
3

2
1 =++ syzx λλ  ou 02

2
2

1 =++ tzyx λλ . Se dois valores próprios 

forem iguais a zero, a equação reduzida da quádrica sem centro é da forma 

02
1 =++ BAyxλ  

 

Exemplo – Determine a equação reduzida da quádrica representada pela equação: 

0
12
73222353 222 =−+−+−++ yyzxzxyzyx . 

 

A equação da quádrica sob a forma matricial é 

[ ] [ ] 0
12
7030

311
151

113
=−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

z
y
x

z
y
x

zyx . Fazendo 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

z
y
x

SX , 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=

311
151

113
A  e 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
3

0
N , a equação fica 0

12
7TT =−+ SSS XNAXX . 

Determinemos os valores próprios da matriz A : 

[ ]

λ
λ

λ
λ

λ
λ

−−
−−

=
−−
−−−

−−
=−

311
113

0
311

151
113

det IA
, isto é, ( )( )( ) −++−−− 11353 λλλ  

( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( ) 0311113151 =−−−−−−−−−− λλλ , ( )( )( ) ( ) −−−+−−− λλλλ 52353  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )×−⇔=+−+−+−+−−−⇔=−−−− λλλλλλλλλ 303352353033
( )( ) ( )( )( ) ( ) 03335303935 =−−−−−⇔=+−−−× λλλλλλλ , ou seja, tem-se 

( ) ( )( )[ ] ( )( ) 033515303353 2 =−+−−−⇔=−−−− λλλλλλλ  e assim temos 
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( )( ) ( )( ) 0128301283 22 =−+−−⇔=+−− λλλλλλ . Determinemos as raízes da 

equação de 2º grau: 
( ) ( )

2
48

2
168

2
1214648

−
±−

=
−
±−

=
−

−×−×−±−
=λ , isto é, 

62 =∨= λλ , logo teremos ( ) ( )( )( ) 06230det =−−−⇔=− λλλλIA . Teremos os 

valores próprios 21 =λ , 32 =λ  e 63 =λ . 

Determinemos os vectores próprios unitários associados aos valores próprios: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−−

0
0
0

311
151

113

3

2

1

x
x
x

λ
λ

λ
. Substituindo λ  por 2 na matriz anterior, vem 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

0
0
0

111
131

111

3

2

1

x
x
x

, isto é: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+−

=+−

0
03

0

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 e 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=

tx
x

tx

3

2

1

0 . Este resultado é 

obtido se resolvermos o sistema em ordem a 1x , e considerando depois tx =1 , uma 

qualquer incógnita, tal como foi explicado no último capítulo. 

Assim, ( )1,0,11 tt =X  são vectores próprios associados a 21 =λ . Fazendo        

21=t  - ou seja, o inverso da norma de ( )1,0,1  - obtém-se o vector próprio unitário 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

2
1,0,

2
1

1X , associado a 21 =λ . Substituindo λ  por 3 vem 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

0
0
0

011
121

110

3

2

1

x
x
x

, isto é, 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−+−

=+−

0
02

0

21

321

32

xx
xxx

xx
 e 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

tx
tx
tx

3

2

1

. Assim, ( )1,1,12 tt =X  

são vectores próprios associados a 32 =λ . Fazendo, 
3

1
=t  obtém-se o vector 

próprio unitário ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3
1,

3
1,

3
1

2X  associado a 32 =λ . Substituindo λ  por 6 vem 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

−−

0
0
0

311
111

113

3

2

1

x
x
x

, isto é, 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−−−
=+−−

03
0
03

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 e 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

=

tx
tx

tx

3

2

1

2 . Assim, 

( )1,2,13 −= ttX  são vectores próprios associados a 63 =λ . Fazendo, 
6

1
=t  obtém-se 

o vector próprio unitário ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

6
1,

6
2,

6
1

3X  associado a 63 =λ . 
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A matriz A  é transformada na matriz 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

600
030
002

D  através da matriz ortogonal P  

cujos elementos são as componentes dos vectores próprios unitários 1X , 2X  e 3X , 

associados a 1λ , 2λ  e 3λ : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−=

↓↓↓

6
1

3
1

2
1

6
2

3
10

6
1

3
1

2
1

P . A equação 

0
12
7TT =−+ SSS XNAXX  pode ser expressa, através de uma transformação 

ortogonal – rotação – por 0
12
7TT =−+ PPP PXNDXX . Considerando 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

z
y
x

PX , 

vem [ ] [ ] 0
12
7

6
1

3
1

2
1

6
2

3
10

6
1

3
1

2
1

030
600
030
002

=−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′
′
′

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′
′
′

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
′′′

z
y
x

z
y
x

zyx , 

isto é: 0
12
72632 222 =−′−′+′+′+′ zyzyx  ou seja +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+′
3

32 22 yyx  

0
12
7

6
26 2 =−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′−′+ zz  ou −−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′−′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

′
+′+′

12
7

9
2

6
26

36
1

3
32 222 zzyyx  

02
3
26

6
1320

3
4

12
1 2

2 =−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′+′⇔=−− zyx . Fazendo, através de uma 

translacção: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−′=′

+′=′

′=′

3
2

6
1

zz

yy

xx

, a equação anterior fica: 02632 222 =−′+′+′ zyx  ou 

1
33,067,01

222

=
′

+
′

+
′ zyx . 
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Classificação das Quádricas. 

 

A equação de uma quádrica de centro é Qzyx =++ 2
3

2
2

2
1 λλλ . Dependendo dos 

valores de 1λ , 2λ  e 3λ  e Q , a quádrica será do tipo elipsóide ou hiperbolóide.          

A equação de uma quádrica sem centro é: 02
3

2
2 =++ rxzy λλ  ou 

02
3

2
1 =++ syzx λλ  ou 02

2
2

1 =++ tzyx λλ . A quádrica representada por qualquer 

uma dessas equações é do tipo parábolóide. A quádrica representada por uma 

equação da forma 022
1 =++ BAyxλ  é do tipo cilindro. 

 

Exemplo – Determine o género de quádrica representada pela equação 

0
12
73223513 222 =−+−+++ yyzxzzyx . 

 

Vimos que a equação reduzida desta quádrica é 02632 222 =−′+′+′ zyx . Como 

21 =λ , 32 =λ  e 63 =λ  temos a equação 022
3

2
2

2
1 =−++ zyx λλλ  que é a equação 

de uma quádrica de centro. 
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