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Capitulo VII — Geometria Analitica no Espaco

Capitulo VII

Sistema de Coordenadas no Espaco.

Dados dois sistemas x,y,z de coordenadas rectangulares em R®, é possivel,

transportando um destes sistemas rigidamente no espago, fazer coincidir dois dos
eixos destes sistemas, digamos, os eixos X,y de um dos sistemas com 0s eixos X,y
do outro. O sentido do eixo z de um dos sistemas pode, apos tal transporte, coincidir
com o sentido do eixo z do outro — o que implica a coincidéncia dos sistemas — ou
ser oposto a este. Os sistemas dizem-se igualmente orientados no primeiro caso e de

orientacdo oposta, no segundo. E facil ver, por exemplo, que a orientacéo do sistema

X,Y,Z da z c z
. . A
primeira figura a b
que aqui é
tada & Ab e
apresentada é
P 0 > 0 >
oposta a X y
orientagdo do
sistema X,y ,z y X

da segunda figura. Um sistema de coordenadas rectangulares diz-se positivamente ou
negativamente orientado, conforme esteja orientado de acordo com o sistema X,y ,z
da segunda figura ou o sistema x,y,z da primeira figura. E facil verificar, dado um
sistema de coordenadas rectangulares x,y,z, que um observador colocado num
ponto do semi-eixo positivo que observar o eixo y apontado para cima, observara o
eixo x apontado para a direita, se o sistema de coordenados € positivamente
orientado, e apontado para a esquerda, se 0 sistema € negativamente orientado. Este
facto sugere um procedimento Obvio de determinacdo da orientacdo de qualquer
sistema de coordenadas dado.

O conceito de orientagcdo pode ser estendido a qualquer tripla ordenada de vectores
ndo coplanares — isto é, ndo compreendida num plano ou em planos paralelos. Assim,
dado um sistema de coordenadas rectangulares x,y,z, seja a,b,c - por esta

ordem — uma tripla de vectores ndo coplanares com origem em A. Consideremos a
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Capitulo VII — Geometria Analitica no Espaco

transformacéo da tripla a,b,c que consiste em dar ao vector b uma rotacdo no plano
definido pelos vectores a,b, até que b se torne L a a - sem que se tenha tornado

colinear a a nesta transfornacdo, isto é, sem que o angulo entre a e b se tenha
tornado igual a 0 ou a 7~ - e, em seguida, em dar ao vector ¢ uma rotagdo no
espaco — sem que ¢ corte o plano formado por a e b - até que c se torne

perpendicular a este plano. Resulta, assim, uma tripla de vectores ortogonais a,b,c.

Transportando rigidamente esta tripla no espago, pode-se fazer coincidir os vectores

a e b em direccdo e sentido com os eixos x e y, respectivamente. Se, nestas

condi¢des, o sentido de c coincidir com o do eixo z, diz-se que a tripla de vectores

a,b,c inicial e o sistema x,y sdo igualmente orientados - primeira

figura — dizendo-se em caso contrario, que as orientagdes sdo opostas — segunda
figura.

Sejam i, j,k o0s vectores unitarios que tém a mesma direccéo e sentido que 0s eixos
X,Y,z, respectivamente. Um vector arbitrario de coordenadas (x, y,z) pode entéo
ser expresso na forma (x,y,z)=xi+ yj+zk. Para o verificar, basta observar que
i=(100), j=(010), k=(0,01), entdo tem-se xi+ yj+zk = x(1,0,0)+ y(0,1,0)+
+12(0,01)=(x,0,0)+(0,y,0)+(0,0,2) = (x, y, 2).

Identificagdo de E* com o Espago Euclidiano.

Denomina-se produto escalar ou interno de dois vectores x=(x1,x2,x3),

y:(yl,yz,ys) de E® real — as coordenadas x;,y;,z; sendo, por conseguinte,
ndmeros reais neste caso, embora pudessem ser complexos - 0 ndmero

(X, %5, %3 ) (Y1, Y0 Y5 ) = X, Y, + X, ¥, + X5 Y, . Portanto, se definirmos o produto escalar

em E® passamos a falar também em espago euclidiano.
EquacOes Paramétricas e Cartesianas da Recta.
Sejam (0,i,j,k) um sistema de coordenadas, P =(x,y,z) e A=(x,,Yy,,z,) um ponto

genérico e um ponto dado, respectivamente, da recta r, e v = ai +bj+ck um vector
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com a mesma direcgdo da recta r: 7 r : Da
equacdo vectorial da recta r: b ) P=A+tv
=(X,Y,2

(A recta r passa por um ponto A K e tem a
. . . A:(Xl'yl’zl)

direccdo de um vector ndo nulo oL, > v. Para que
um ponto P do espaco pertenga a i J y recta r, é
necessario e suficiente que 0s vectores
P-A e v sejam colineares: X P-A=tv,

logp P=A+tv), vem entio P-A=tv, isto & (x,y,2)-(x,y,,2,)=
=t(ai+bj+ck) = (x—x,y-V,,z—2,)=tai +tbj+tck ou (x=x)i+(y—-y,)j+

x—x, =ta [x=x +ta
+(z-2z,)k =tai +tbj+tck , ou ainda: {y—y, =tb e {y =1y, +tb, nas quais a, b e
7-7,=tc |z=1z,+1c

¢ ndo sdo todos nulos (v = 0), sdo denominadas equagdes paramétricas da recta r,
em relacdo ao sistema de coordenadas fixado. A recta r é o conjunto de todos os
pontos (x, y,z) determinados pelas equages paramétricas quando t - denominado

parametro — variade —oo a + 0.

Exemplo — As equagfes paramétricas da recta r que passa pelo ponto A = (3,0,—5) e
tem a direccdo do vector v =2i+2j—k sio: (x,y,z)-(3,0,-5)=t(2i +2j-k) =

Xx—3=2t X=3+2t
& (x=3)i+(y-0)j+(z+5)k=2ti+2tj-tk & {y-0=2t=<y=2t - sdo as
z+5=-t z=-5-t

equacdes paramétricas.

Se a recta for determinada por dois pontos A=(x,,y,,z) € B=(X,,Y,,2,), as
equagbes paramétricas de r serio: P=A+t(B-A)=(x,v,2)=(X,Y,,2,)+

X =% +t(x, —x,)

+t(X2 =X Y, =Y 2, _Zl)c> y= Y1+t(Y2 _yl)'
z2=12,+1(z,-2,)
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Exemplo — As equacdes paramétricas da recta r que passa pelos pontos A = (2,1,—3)

e B=(40-2) sio P=A+t(B-A)=(xy,2)=(21-3)+t(4-2,0-1-2+3) =

X=2+2t
& (x,y,2)=(21-3)+(2t,~t,t) = <y =1-t - equages paramétricas.
z=-3+t

A determinacdo das equacgBes cartesianas faz-se a partir das paramétricas,

determinando t e substituindo em y=vy, +tb e z=1z +tc. Logo teremos que, se

X=X +ta —
y=y,+tb vem y:y1+(x_xljb<:> y—y, =—(x—x). Teremos assim as
a

=17, +tc - c
z=zl+[ 1jc Z—leg(X—Xl)

Exemplo — As equages cartesianas da recta r que passa pelo ponto A=(3,0,-5) e

tem a direcgio do vector v=(2,2,-1) serd determinada através das equagdes

X=3+2t 3 3
parameétricas: <y =2t , como Vvimos antes, mm)t=5§— e y=5§—2 e
z=-5-t
7=-5- 5:2], ou, melhor, y—O:EQ—S) e z+5:—30—3) ou
2 2 2
y=x-3
1
Z+5=——(x-3
~(x-3)

Se a recta for determinada por dois pontos A=(x,,Y,,z) € B=(X,,Y,,2,), as

X =% +t(x, — %) N
1

~ L o . o X
equacoes parametrlcas Serao, COmo vimaos, {1y =Y, +t(y2 — yl) e entao: t= s
X, =X

z2=12,+t(z,-2,)
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logo y:yl+(X al j(yz—yl) e y:zl+[x_x1 ](zz—zl), entdo, teremos,
X

2_X1 X2_X1
oy Y2V
Y=Y &_xﬁx %)
N k-
1= 270 cx,)

Exemplo — A equacio cartesiana da recta r que passa pelos pontos A=(2,1,-3) e

X=2+2t
B = (4,0,-2) sera determinada através das equagbes paramétricas: {y =1—-t . Logo,
z=-3+t
1
_ _ _ y-1=-=(x-2)
teremostzx—2 e yzl—x—2e2=—3+1x—2,istoé, 2
2 2 2 1
z+3= E(X -2)

Equacbes Paramétricas e Cartesiana do Plano.

Seja A um ponto de um plano 7~ e sejam u,v dois vectores ndo colineares,

linearmente independentes, paralelos a 7. Se P for um ponto genérico do plano r,

teremos P— A=hu+tv: z . Quando h e t,
que denominamos por parametros, variam
de - a +wo, P k percorre o plano r.
Entéo, a equacao P=A+hu+tv é
. . O—» > _
denominada equacao /'/ j y Vectorial do plano
X
T.

Sejam (0,1, j,k) um sistema de coordenadas, P =(x,y,z) e A=(x,,y,,z,) um ponto
genérico e um ponto dado, respectivamente, de um plano 7, u= (a3,b3,c3) e
v =(a,,b,,c,) dois vectores nfo colineares, paralelos a . Da equago vectorial do
plano 7: P=A+hu+tv,vem P—A=hu+tv, ou (x—x)i+(y-y,)i+(z-z)k =

X—X, =ha, +ta,
=ha,i +hb,j+hc;k +ta,i +tb,j+tc,k, ou ainda, y—y, =hb, +tb, e
z—-12,=hc, +tc,
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X=X, +ha, +ta,
y=y, +hb, +tb, . Estas equacBes, nas quais a,,b,,c;,a,,b,,c,, ndo sdo todos
z=1,+hc, +tc,

nulos, sdo denominadas equacdes parametricas do plano 7, em relagdo ao sistema de

coordenadas fixado.

O plano 7z é o conjunto de todos os pontos (x,y,z) determinados pelas equacdes

paramétricas quando h e t variamde —o a + o

Exemplo — Determine as equagdes paramétricas do plano = que passa pelo ponto

A=(213) e é paralelo aos vectores u=-3i—3j+k e v=2i+j—2K.

Designando por P =(x,y, z) um ponto genérico desse plano, tem-se: P = A+ hu+tv,
isto &, (x,y,2z)=(213)+h(-3,-31)+t(21,-2). Quando h e t variam de —c0 a + oo,
P percorre 0 plano 7. Assim, se h=2 e t=3, por exemplo: (x,y,z)=(213)+
+2(-3,-31)+3(21-2)=(213)+(~6,-6,2)+(6,3,-6) = (2,~2,~1). O ponto P ¢é um
ponto do plano 7. Entdo se (x,y,z)=(213)+h(-3-31)+t(21-2)<=(x,y,2)=

X=2-3h+2t
=(2-3h+2t1-3h+t,3+h—-2t) tem-se {y=1-3h+t - equagBes paramétricas.
z=3+h-2t

Se o plano 7z for determinado por trés pontos A=(x.,y,,z), B=(X,,Y,,2,) €
C =(X,, Y5, 2,), as equagBes paramétricas de 7 serdo: P = A+h(B—A)+t(C-A) =
& (%, y,2)= (X, Y5020+ 0%, =X, Y, = ¥5,2, = 2,)+t(Xg = X, Yo = V4,25 —2,),  OU

X =%, +h(x, =%, )+t(x, - x,)

seja, 1y =y, +h(y, =y, )+tys - yy).
z=12,+h(z,-2,)+t(z; - 2,)

Exemplo — As equagOes paramétricas do plano que passa pelos pontos A = (5,7,—2),
B=(82-3) e C=(124) sdio P=A+h(B-A)+t(C-A)= (x,y,2)=(57-2)+
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+h(8-52-7,-3+2)+t(1-52-7,4+2) ou (xY,2)=(57-2)+(3h~5h—h)+

X=5+3h—-4t
+(—4t,-5t,6t) < 1y = 7-5h -5t - equagBes paramétricas.
z=-2-h+6t

A determinacdo da equacdo cartesiana ou geral do plano faz-se do seguinte modo:
Sejam (0,i,j,k) um sistema de coordenadas, P=(x,y,z) e A=(x,y,,z,) um
ponto genérico e um ponto dado, respectivamente, de um plano 7,
u=(a,b,c,) e v=(a,b,,c,) dois vectores nio colineares paralelos a z:
z . Se P é um ponto genérico do plano 7z, 0s
vectores P—A, u, v sdo coplanares e o

produto  misto  desses  trés  vectores

k
¢ nulo: (P-Auv)=0, isto &
0 > >
j Yy |x-x, y- -1
A/Xm/ j L Y- z-7 b, c,
a, b, c, :O,eb C(x—x1)+
a4 b4 C4 ’ ’
c, a a, b b, ¢ c, a
+° Cly-y)+[° Plz-z)=0. Fazendo |3 ’l=a, ° l=b,
c, a, a, b, b, c, c, a,
a;, b
a3 b3 =c, vem a(x-x)+b(y-y,)+c(z-2z,)=0 ou: ax+by+cz—ax, —by, -
4 4

—cz, =0. Fazendo —ax, —by, —cz, =d, vem, finalmente, ax+by+cz+d =0. Esta
equacdo, na qual a, b e ¢ ndo sdo simultaneamente nulos, é a equacéo geral do

plano 7, ou equagéo cartesiana do plano.

Exemplo — A equagé&o geral do plano que passa pelo ponto A = (2,1,3) e é paralela aos
Xx-2 y-1 z-3

vectores u=-3i-3j+k e v=2i+j-2k é& | -3 -3 1 |=0ou 2><
2 1 -2 -
de-2) ‘23|(y_1)+‘23 He-9=0 o (B-Dx-2)+(2-6)y-1)+

+(-3+6)z-3)=0=5(x-2)-4(y-1)+3(z-3)=0 = 5x-10y +4+32-9=0 =
< 5x—-4y+3z2-15=0.
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A equacéo geral do plano 7 pode ser determinada eliminando os parametros h e t

nas equacOes paramétricas.

Se o plano 7z for determinado por trés pontos A=(x.,y,,z,), B=(X,,Y,,2,) €
C=(xs,v;,2;) € s¢ P=(x,y,z) é um ponto genérico de z, 0s vectores P—A,
B-A e C—A sdo coplanares e o produto misto desses trés vectores & nulo:

X=X Y-V -1,
(P-AB-AC-A)=0,istoé: [x,-%X, Y,-V, Z,-2|=0,ou,deacordocom as

X3=X Y=Y, 237

X y z
. . X z _
propriedades dos determinantes: | ' o B A0 0 desenvolvimento do
X2 yZ ZZ
X3 Y3 Z3

determinante conduzird a uma equacdo do tipo: ax+by+cz+d =0.
Paralelismo Entre Dois Planos.

Sejam os planos 7, e 7, expressos, respectivamente, pelas equacoes:
ax+by+cz+d, =0 e a,x+b,y+c,z+d,=0. O vector w, =(a,,b,c,) é
normal ao plano 7, e o vector w, =(a,,b,,c,) é normal ao plano z,. A condigdo de
paralelismo dos planos 7, e 7, € a mesma dos vectores w, e w,, isto &: w, =mw,

a b ¢
ou —+=—-"t=-"1,
a‘2 b2 CZ

Exemplo — Os planos 7z, e =z, expressos, respectivamente, pelas equacdes:

8x—-12y+16z2-14=0 e 2x-3y+4z+15=0 sdo paralelos?

De facto, as componentes do vector w,, normal ao plano z,, sdo: a, =8, b, =-12,

¢, =16 e as componentes do vector w,, normal ao plano z,, séo: a, =2, b, =-3,

- . . ., a Db ¢
¢, =4. A condicdo de paralelismo de dois planos é: —~=—-=-1 ¢, neste caso:
a2 b2 CZ
8 -12 16
3= 3- 1 0 que prova serem paralelos os planos 7, e 7, .
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, . a, b ¢ . . a b
Se, além das igualdades —=-1=-1 se tiver também Lt =-"="1=—1 05
a2 bZ CZ aZ b2 C2 d2

planos 7, e z, serdo coincidentes porque, nesse caso, a equacéo de z, € obtida de
7, mediante a multiplicacdo por um ndmero, o que néo altera a equacéo de =, .
Em particular, se a, =a,, b, =b,, ¢, =c, e d, #d,, os planos 7, e 7, também sdo

paralelos.
Perpendicularidade Entre Dois Planos.

Sejam os planos 7, e 7, expressos, respectivamente, pelas equacdes:
ax+by+cz+d, =0 e a,x+b,y+c,z+d,=0. O vector w, =(a,,b,,c,) &
normal ao plano 7, e o vector w, =(a,,b,,c,) é normal ao plano z,. A condigdo de
perpendicularidade dos planos 7, e 7, € a mesma condicdo de ortogonalidade dos

vectores w, e w,, isto é&: w, -w, =0 ou a,a, +bb, +c,c, =0.

Exemplo — Os planos 7, e &, expressos, respectivamente, pelas equagoes:

8x—-2y+32-8=0¢e 3x+6y—4z+7 =0 sdo perpendiculares?

De facto, as componentes do vector w,, normal ao plano z,, sdo: a, =8, b, =-2,
¢, =3 e as componentes do vector w,, normal ao plano r,, sdo: a, =3, b, =6,
¢, =—4. A condi¢do de perpendicularidade dos dois planos é w,-w, =0, isto é:
a,a, +bb, +c,c, =0. No caso presente: 8x3-2x6-3x4=0, 0 que prova serem

perpendiculares os planos z, e «,.

Paralelismo Entre Recta e Plano.

Seja uma recta r, de pardmetros directores 1,m,p, expressa pelas equagoes:

y=mx+n _ x
. Sejaum plano 7 expresso pela equacdo ax+by+cz+d =0. Arecta r

Z=px+q

¢ paralela ao plano 7 se o vector v=(Lm,p), que define a direccdo de r, for
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ortogonal ao vector w =(a,b,c), normal ao plano 7, isto é se: v-w=0 ou

a+bm+cp=0.

Exemplo — A recta r, expressa pelas equactes y =4x—-15 e z=3x+4, e o plano 7,

expresso pela equacgdo: 7x+2y—5z—-9 =0 séo paralelos?

De facto, as componentes do vector v =(L,m, p) que define a recta r - além de

1 - sdo: . As componentes do vector w, normal ao plano, sdo: a=7, b=2,

c =-5. A condigdo para que a recta r seja paralela ao plano = €é que o vector w, isto

é: v.-w=0 ou a+bm+cp=0. Neste caso: 7+2x4-5x3=0 0 que prova ser a

recta paralela ao plano .
Perpendicularidade Entre Recta e Plano.

Seja uma recta r, de pardmetros directores 1, m, p, expressa pelas equagOes:

y=mx+n _ <
. Seja um plano 7z expresso pela equagdo ax +by+cz+d =0. Arecta r

Z=px+q
¢ perpendicular ao plano 7 se o vector v = (1,m, p), que define a direccdo de r, for

. , 1 m
paralelo ao vector w = (a, b,c), normal ao plano =, isto é, se: v=tw ou — = o = E.
a c

y=3x+38

Exemplo — A recta r expressa pelas equages: e o plano 7 expresso pela

equacdo 7x+21y+14z—-4=0 sdo perpendiculares. De facto, as componentes do

m
vector v =(1,m, p) que define a direccdo da recta r - além de 1 — so: 0=2° As

componentes do vector w, normal ao plano =, sdo: a=7, b=21, c=14. A
condicdo para que a recta r seja perpendicular ao plano 7~ € que o vector v seja

. .1 m p 1 3 2
paralelo ao vector w, isto é: —=—=—. No caso presente: = =—=—,
a b c 7 21 14

prova ser a recta r perpendicular ao plano 7« .

0 que
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Interseccdo de Dois Planos.

Sejam os planos 7z, e mx,, ndo paralelos, expressos pelas equagdes:
a,x+by+cz+d, =0 e a,x+b,y+c,z+d, =0. A intersec¢do dos planos =, e 7,

é a recta rcujas equagOes reduzidas se deseja determinar — se tivermos as equagdes

Y-V, X=X b b b b b <
=S Y-y, =—X——X S Y=—X——X+Y,, S& —=m, entdo,
b a a a a a

b b . ~
y=mX——X +Y,, S€ ——X, +Y, =N, vem, y=mx+n; se tivermos as equacdes
a a

-7, X—X
c a

c_ ¢ c_ ¢ «
SI1-7,=—X——X & I=—X——X +2;, S =p, entdo
a a a a

oo

c c . . :
Z=pX——X +2,,8€ ——X, +2, =0, Vvem z= px+q, que sdo as equacdes reduzidas
a a

da recta. O sistema constituido pelas duas equac@es gerais dos planos =z, e 7, €

indeterminado, podendo exprimir-se duas varidveis em funcdo de uma terceira:

-a,x—-d, ¢ b, —ax-d,
by+c,z=-ax—-d —-a,x—d, ¢ b, —-ax-d
LY +C 1 1 Entio  y= 2 2 G P 2 2|
b,y+c,z=-a,x—d, b, c b, ¢

b2 CZ b2 CZ

Efectuadas as operagOes indicadas, as duas equacdes resultantes da aplicacdo de

y=mx+n
Z=px+q

determinantes reduzem-se a forma { , isto é, obtemos as equacdes

reduzidas da recta r que passa pelo ponto N = (O,n,q) e tem a direccdo do vector

v=(Lm,p).

Exemplo — Determine as equacdes reduzidas da recta r de interseccéo dos planos =z,
e m,, expressos, respectivamente, pelas equagles: 5x-2y+z+7=0 e

3Xx-3y+z+4=0.

O sistema formado pelas equagOes dos planos 7z, e 7, pode ser escrito do seguinte

—2y+z=-5x-7 . L .
modo: , 0 que permite exprimir y e z em fungdo de x:
-3y+z=-3x-4
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—5ox -7 -2 —-5x-7
—3x—4 —5X—T7+3x+4 -3 -3x-4
y= = =-2X-3 e Il=—F— —-=
—2 “2+3 2
-3 -3
=6X+8_215;(_21:—9x—13. A recta r de interseccdo dos planos 7z, e 7z, é

~2+

y=-2x-3

expressa pelas equacoes .
P P e z=-9x-13

Distancia Entre Dois Pontos.

A distancia § entre os pontos P, =(x,,Y,,2) e P, =(x,,Y,,2,) € determinada de

acordo com a seguinte formula: & =+/(x, —x, ) +(y, =y, )} +(z, - 2,)* .

Exemplo — Calcule a distancia entre os pontos A=(7,3,4) e B =(1,0,6).

A distancia & entre os pontos A e B & 8 =+/(x, =% ) +(y, -y, +(z,—2,)° . De

X, =7;% =1
acordko com os dados do problema y,=3y,=0, logo: o=
z,=4,2,=6

=JA=7)7 +(0-3/ +(6-4) =36 +9+4 =49 =7.
Distancia de Um Ponto a Uma Recta.
Sejam um ponto Pzz(xz,yz,zz) e uma recta r expressa pela equagdo:

-7
= = L A recta r, como se ;
a b C

sabe, passa pelo ponto P, =(x,,Y,,2) e tem a

direcgdo do vector v =(a,b,c). A distancia & K

do ponto P, a recta r é medida sobre a 0
. . [

perpendicular & recta r que passa por P,: A/x[/

A figura mostra que a distancia o do ponto P,a recta r é a altura do paralelogramo
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cujos lados sdo os vectores v=ai+bj+ck e u=PP, =(x,—x)i+(y, -y, )i+
+(z,~2z,)k. Tendo em vista a formula para calcular a area de um

paralelogramo - A=bxh - e sabendo que a area é dada por |v|-§, sendo que

§=|u[sing, entdo a area é |v|o =|v|u[sind =uxv], logo 5=_|u|i|v|. Mas uxv =
! J ) Yo=Y 2,12 Z,—7Z, X,—X
=X =X YooY L,-%4 OuU uUxvs= 2b ! ZC Ui+ ZC 1 Za j+

a b C

Yo=Y Z2_212
b c

X, — X -
472 yzbylk e tem-se |uxv|=
a

2
X, — X - ) _ )
L[ 2N lv|=+va®+b®+c?, logo obtém-se finalmente a formula

2 2

L, =1 X=X
C a

Ja?+b?+c?

X=X Yo=Y
a b

Exemplo — Calcule a distancia do ponto P:(2,0,7) a recta r expressa pelas

equacdes: ~ = y-2_z+3
22 1
X =0
A recta r passa pelo ponto P, cujas coordenadas sdo: y, =2 e 0S parametros
z,=-3
a=2 X, =2
directores dessa recta sdao: b=2. As coordenadas do ponto P sdo: y,=0. A
c=1 z,=1

distancia. 6 do ponto P a recta r é dada por O=

2 2
Yo=Y Z,-7 X=X Y=Y

b c

. Obtemos assim o6 =
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0-2 7+3° [7+3 2—02+2—o 0-2/ _2 102+1o 22+2 2/
2 1 1 2 2 2 2 1| |1 2 ]2 2
) V27 27 412 ) Va+4+1
J(-2-207 +(20-2) +(4+4)  J4B4+324+64 872
J9 3 3

Distancia Entre Duas Rectas.

Sejam as rectas r e S expressas, respectivamente, pelas equagdes:

X — X - -1 X — X - -1
LY TN L e 2 Y~V _ 2 A recta r passa pelo ponto
al bl Cl a2 bZ CZ

P, =(x,Y,,z,) e tem a direccdo do vector u=(a,b,,c/). Se as rectas sio
concorrentes, a distdncia o entre elas é, por defini¢do, nula. Se as rectas sdo
paralelas, a distdncia & entre as rectas r e s &, nesse caso, a distancia do ponto
P, =(x,,Y,,2,) & recta que passa pelo ponto P, =(x,,y,,z,) e tem a direcgdo do
vector v =(a,b,c) - que ¢ a situagio anteriormente apresentada.

Vejamos 0 gque se passa quando se tem rectas enviesadas, e assim, que ndo estdo no
mesmo plano: os vectores u=aji+bj+ck, v=a,i+b,j+c,k e w=P,P, =
=(x, =%, )i+(y,—y,)j+(z, —z,)k determinam um paralelipipedo cuja base €é
formada pelos vectores u e v, e cuja altura é a distancia ¢ entre as rectas r e s,
porque a recta r é paralela ao plano da base do paralelipipedo, uma vez que a sua
direccdo é a do vector u: 2 . Tendo em vista a
calcular o volume

V = A, xaltura,

formula utilizada para

de um paralelipipedo,

k
podemos ver que a altura o do paralelipipedo é
5 e como a base € A/AI/ um paralelogramo,
. X , <
Ay =|ux V|, como ja vimos antes, entdo
V =[uxv|s, mas como & =|w|cosd: tem-se v =|uxv|w|cosd =
]
] . N
=(uxv)-w=(u,v,w) que & o produto \y /s misto de trés vectores e
]
~(u,v,w)

luxv| -
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al bl Cl I J k b C
Mas  (u,v,w)=| a, b, c, |, uxv=la, b, ¢|= bl Cl i+
X\ =X, Y1=Yy, 74,717, a, bz C, ? ’
Cl a'1 - 1 1 bl C1 Cl al ’ al 1 ’
+ j+ k e |uxv|= + + , logo tem-se
C2 a2 2 2 bZ C2 CZ aZ a‘Z 2
al bl Cl
aZ b2 CZ
5= XX =Xy Y1=Y, 4,1, .
b, c ? c, & ? . a, b ?
b, ¢, C, & a, b,

O determinante do numerador deve ser considerado em valor absoluto, tendo em vista

que a distancia e definida como um namero real ndo negativo.

Exemplo - Calcule a distdncia entre a recta r expressa pelas equagoes:

x-2 vy z-1 ~ X=4 y-4 7z
——===—""earecta s, expressa pelas equagdes: —— ="——=—.
3 4 2 1 5 2
X, =2
A recta r passa pelo ponto P, cujas coordenadas sdo: y, =0 e o0s parametros
z, =1
a =3
directores dessa recta sdo: b, =4. A recta s passa pelo ponto P, cujas coordenadas
c,=2
X, =4 a, =1
sdo: y, =4 e os parametros directores dessa recta sdo: b, =5. A distancia ¢ entre as
z,=0 c,=2
al bl Cl
a‘2 b2 C2
X, — X - z,-1
rectas r e s é 6= 1% V7Y L% , isto & &=
b, ¢ le, al® la bl
1 1 + 1 1 + 1 1
bZ C2 C2 aZ a2 bZ
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3 4 2 3 4 2
1 5 2 1 5 2
. |2-4 0-4 1-0 -2 -4 1 15-16-8+20-4+24
e of 3P p o4 JE-2P+(2-6P+(5-4F  A+16+121
\/‘5 2 +‘2 1 +‘1 5
31 314
Va1 141

Distancia de Um Ponto a Um Plano.

Sejam um ponto P, =(x,y,,z,) e um plano 7z expresso pela equagio:

ax+by+cz+d=0. Sejam A o pé da perpendicular conduzida por P, sobre o plano

T e , P P=(x,y,z) um ponto qualquer desse
plano: . O vector w=(a,b,c) é normal ao
plano K 7 e, por conseguinte, o vector AP,
tem a mesma direc¢do de w. A distancia do

0 > >
ponto A/x‘l/ j y P aoplano 7 é& S=|AP|. AP, ¢ a

projeccdo do vector PP, na direccdo do vector w. Vejamos agora 0 Seguinte:
P , tendo em vista que AP, e w tém a mesma direccdo, pode
considerar-se AP, =aw. Assim, PP, =PA+AP,, isto é
PP, = PA+aw. Se multiplicarmos ambos os termos por w,
A 1) R

— vem PP -w=(PA+aw)-w=PA-w+aw-w, e assim

2 iz -
PP,-w=aw-w < PP,-w=alw| =a, sendo o vector w unitario. Como tinhamos

definido AP, =a-w vem AP, = (PP, -w)-w e entdo |AP,| =|PP, -w|. Se o vector w
« s . w .
ndo for unitario, deve considerar-se 0 Seu versor: H logo ter-se-a: |AP1| =
w

que nos d& a projeccdo do vector PP, na direccdlo de w. Mas PP, =

PPl-IW

g
|

=(x, = x)i+(y, = y)i+(z, -2k, ﬂ:iw:;(anbhck), logo:

W |w| vaZ+b% +c?
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la(x, —x)+b(y, - y)+c(z, —z) _[ax, +by, +cz, —ax—by —c7
va? +b%+c? va? +b? +c?
|ax, +by, +cz, +d|

Ja?+b?+¢?

. Como o ponto

P pertence ao plano z: —ax—-by—-cz=d,e 6 =

Exemplo — Calcule a distancia do ponto P = (—4,2,5) ao plano 2x+y +2z+8=0.

a=2
As componentes do vector w, normal ao plano dado, sdo: b=1 e o valor de d é:
c=2
X, =—4
d =8. As coordenadas do ponto P sdo: y, =2 . A distancia do ponto P ao plano
z,=5

_|ax, +by, +cz, +d| o & 5_|—2x4+1x2+2><5+8|_
_|—8+2+10+8|_12_4

VA+1+4 3

dado é, entdo, S

Quadricas.

Chama-se quédrica a toda a superficie que pode ser representada por uma equacao do
segundo grau em x, y e z: ax®+by®+cz® +2dxy + 2exz + 2 fyz + 2mx + 2ny +
+2pz+q=0. Em outras palavras, quadrica é o lugar geométrico dos pontos M do

espaco tridimensional cujas coordenadas

X, Yy e z, num sistema cartesiano
ortogonal, satisfazem a equacdo do
segundo grau: ax® +by? +cz? + 2dxy +

+2exz +2fyz+2mx+2ny +2pz+q =0.

As coordenadas x, y e z do ponto M
do espaco sdo as componentes

dos vectores Xe®R® que satisfazem

a equacdo de uma  quédrica: X
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A equacio de uma quadrica ax® +by?® +cz® + 2dxy + 2exz + 2 fyz + 2mx + 2ny +

+2pz+q=0 pode ser expressa do seguinte modo: [x y z] d b f|x
e f ¢

X X
x| y|+[2m 2n 2p] y|+q=0,umavez que ax? +by? +cz? + 2dxy + 2exz + 2 fyz
z z

X
é uma forma quadratica no espago tridimensional. Considerando Xg =|y |,
z
a d e 2m
A=|d b f|e N=|2n|, aequagio anterior fica: X AX;+N'X;+q=0,
e f ¢ 2p

que é a equagdo de uma quadrica sob a forma matricial. Tendo em vista que

X;=PX, e que, de acordo com o0 que vimos no capitulo anterior,

X TAXs =X, DX,, a equacdo X AX,+N'X,+q=0 fica simplesmente

X A4 0 0
Xo'DX, +N"PX, +q=0. Mas: X, =|y]|, D=0 4, 0 e
z 0 0 4,
Xip o Xpp  Xgy A4 0 0(x
P=|X, Xp, Xg|. Logo ter-se-4, [x y z]/O 4, 0| y|+[2m 2n 2p]x
X3 Xy Xgg 0 0 4|z

Xll XZl X31 X
X| X, Xp Xgp|lY|+0=0, isto é a equacdo de uma quadrica pode ser
X13 X23 X33 z
representada por A,x* + A,y° + 4,2° +rx+sy+tz+q=0,naqual 4, 4, e A, sd0 0s
valores proprios da matriz simétrica real A, x, y e z as componentes dos vectores
Xp na base P = {Xl :(X11’X12’X13)’X2 = (X21,X221X23),X3 =(X31,X32,X33)}, r,set
dependem das componentes dos vectores proprios unitarios X;, X, e X,, associados

at, el
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Equacdo Reduzida de Uma Quédrica.

A equagdo de uma quédrica pode ser expressa por A,x° + A,y* + A,2° + rx+sy +1tz +

+q=0. Supondo 4,, 4, e A, diferentes de zero, pode escrever-se ﬂl[xz +/1ij+
1

S t . r r?
+ Al yP+—y|+A.|z22+—2z|+g=0, isto é, Al X2 +—x+ +
z(y Py YJ 3[ 7 J q 1[ 2 4/112J

2 2 2 2 2
/‘tz[szriy+4f1 2J+/13(22 +/1Lz+4t;t 2J+q—r——s——t—=0, ou seja,

A, , s ; 42, 44, 44,
2 2 2 2 2 2
;tl X+L +/12 y+i +ﬂ,3 Z-}-L +q—r——s——t—20. Fazendo
2, 24, 22, 42, 44, 44,
r
X=X+—
24
r.2 SZ tZ . . S .
q—-——-——-——=-Q e, através de uma translac¢do: {y=y+—, vem:
41, 47, 4, 24,
t
1=7+—
22,

X2+ 4,y% + 2,22 —Q =0 e, finalmente, 4,x* + 4,y° + 4,2* =Q.
Esta Gltima equacdo é a equacdo reduzida de uma quédrica de centro e, como se V€, 0
primeiro membro € a forma candnica da forma quadratica no espaco tridimensional.

Se um dos valores proprios for igual a zero, A, =0, por exemplo, a equacéo:

AXP+ A,y  + A28 +rx+sy+tz+q=0, fica A,y*+Az° +rx+sy+tz+q=0,

) S t s s?
isto  §, I Vi+—y |+ |22 +—z|+rx+0=0= A, | Y2 +—vy+ +
[ENIENE P N

, t t° 2 t? , S , t
A 27+ —2+—— [+X+Q————=0 | Yy +— VY |+ 4| 2°+—Z |+
Ay 44, 42, 44, A, As

2 2
+r x+ﬂ—s—— t =0. Fazendo, através  de uma translaccdo:
4rd, 4ra,
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q s° t°
r 4ri, A4ri,
y:y+§ , vem A,y*+ 4,2 +rx=0. Esta equacdo é a equagdo
2
t
1=7+—
3

reduzida de uma quadrica sem centro.

Se em vez de A, fosse 4, =0 ou A, =0, a equagéo reduzida de uma quadrica sem

centro seria A, x>+ 1,2 +sy=0 ou A,x*+4,y* +tz=0. Se dois valores proprios

forem iguais a zero, a equagdo reduzida da quédrica sem centro é da forma
X +Ay+B=0

Exemplo — Determine a equacdo reduzida da quadrica representada pela equag&o:

3x2+5y2+322—2xy+2xz—2yz+\/§y—é:0,

A equacao da quédrica sob a forma matricial é
3 -1 1|« . X
[x v z]|-1 5 -1y +[o V3 o] y|-7;=0.  Fazendo  Xi=|y|,
1 -1 3|z z z
3 -1 1 0 .
A=|-1 5 -1|eN=|+/3], aequagio fica X; AX + NTX -0
1 -1 3 0
Determinemos 0s valores proprios da matriz A:

3-2 -1 1
detfA-Al]=| -1 5-1 -1[=0

1 -1 3-2 , isto & (3-4)5-4)3-4)+1+1-
3-12 -1 1
1 -1 3-2

- (15— A1)-((3-AN-1)-1))- (-1-2)3- 4))=0,(3- 4)5-2)3-2)+2-(5- 1)

-(3-14)-(3-4)=0=(3-4)5-4)3-4)+2-5+1-3+1-3+1=0< (3-1)x
x(5-2)3-1)-9+31=0<(3-1)5-1)3-1)-3(3-1)=0, ou seja, tem-se

(3-2)(5-2)3-1)-3]=0< (3-A)15-54-34+42—-3)=0 e assim temos
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(3-2) 42 —84+12)=0<> (4 —3)- 42 +84—12)=0. Determinemos as raizes da

~8+/64-4x(-1)x(-12) —8+.16 -8+4
-2 -2 =2

A=2v =6, logo teremos det(A—A1)=0<« (1 -3)1-2)4-6)=0. Teremos os

equacdo de 2° grau: A= , isto €,

valores proprios 4, =2, 4, =3 e 4, =6.

Determinemos 0s vectores proprios unitérios associados aos valores proprios:
[3-14 -1 1 Ix] [0

-1 5-1 -1 |x,|=/0|. Substituindo A por 2 na matriz anterior, vem
1 -1 3-4]x] |0

1 -1 10x] [0 X, — X, + %, =0 x, =t
-1 3 -1|x,|=0], isto & {—x, +3X,—X;=0 e {x, =0 . Este resultado é
1 -1 11{x,1( 10 X, =X, +%X;, =0 Xy =—t

obtido se resolvermos o sistema em ordem a X, e considerando depois x, =t, uma
qualquer incognita, tal como foi explicado no dltimo capitulo.

Assim, X, =t(1,01) sdo vectores proprios associados a A, =2. Fazendo

t :1/\/5 - 0U Seja, 0 inverso da norma de (1,0,1) - obtém-se o vector préprio unitario

1 1 . o

X,=|—=,0—, associado a A, =2. Substituindo A or 3 vem
1 (\/E \/E 1 p
0 -1 170x| [0 —X, + X3 =0 x, =t
1 2 -1|x,|=0],istoé {—x, +2x,—X; =0 e x, =t. Assim, X,, =t(111)
1 -1 0|x| [O X —X,=0 Xy =t

sdo vectores proprios associados a 4, =3. Fazendo, t:% obtém-se o vector
. s 1 1 1 . -

proprio unitario X, = —3—3—3 associado a A, = 3. Substituindo A por 6 vem
-3 -1 1|x| |0 —3% —X, +X; =0 X, =t
-1 -1 -1|x,|=/0|, isto & <{-X—-X,—-%X=0 e 4{x,=-2t. Assim,
1 -1 3|x| [0 X, —X, =3X; =0 X; =t

X, =t(1,-2,1) sdo vectores proprios associados a A, = 6. Fazendo, t = % obtém-se

0 vector proprio unitario X, =( j associadoa 4, =6.

1 -21
V6 6 6
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A matriz A é transformada na matriz D =

o O N
o w O

0
0| atraves da matriz ortogonal P
6

cujos elementos séo as componentes dos vectores proprios unitarios X;, X, e X,

Yf Yf %‘

associados a A, 4, e A;: P= . A equacéo

Yf %F %/‘

XSTAXS+NTXS—é=O pode ser expressa, através de uma transformacédo

X
ortogonal — rotagdo — por X, DX, +N'PX, —%:0. Considerando X, =| VY|,

N

" %/‘ VA T [

vem [xX' y' z’]0 3 0 y +[0 V3 O] }/\/— /\/— =0,
e Yf V& Vel

isto  é: 2x’2+3y’2+62'2+y’—\/§z’—é:0 ou seja 2x’2+3[y’2+%j+

+6(z’2 —QZ'J—l:O ou 2x'? +3[y’2 +%+ij+6[z’2 —£2’+g]—l—

N

6 36 6 9) 12

2
—%—%_O©2x'2+3(y +éj +6(z’—g]—2:0. Fazendo, através de uma

X'=x
translacgao: y'=y’+% , a equacgdo anterior fica: 2x'* +3y'* +6z'*-2=0 ou
! ! \/E
'=171"-—=
3
12 12 12
1 067 033
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Classificacao das Quadricas.

A equagdo de uma quadrica de centro é A4,x° +4,y° +4,2° =Q. Dependendo dos
valores de 4,, 4, e 4, e Q, a quadrica sera do tipo elipsoide ou hiperboloide.
A equagdo de uma quadrica sem centro é:  A,y*+Az°+rx=0 ou
A X+ 2,22 +sy=0 ou A,x*+4,y> +tz=0. A quadrica representada por qualquer
uma dessas equacdes € do tipo paraboloide. A quadrica representada por uma

equacdo da forma A,x* + Ay? + B =0 é do tipo cilindro.

Exemplo - Determine o género de quédrica representada pela equacgéo

13x* +5y* +3z° +2xz—2yz+\/§y—é=0.

Vimos que a equacdo reduzida desta quadrica é2x'* +3y’* +6z'>-2=0. Como
A =2,2,=3¢e A, =6 temos aequagdo A, x* +4,y* +1,2° —2=0 que é a equagio

de uma quédrica de centro.
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