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€ reme ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA

Universidade Fernando Pessoa

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia

Capitulo | - Matrizes e Sistemas de Equacdes Lineares

EXERCICIOS

1. Calcule:
1 2 -3 4

a) +
0 -5 1 -1

3 -5 6 -1] ,_[4 -3 3 3
{2 0 -2 —3} (R'[z 5 -1 4}

b) } (R: Soma impossivel)

1 2 3] [3
=+
0 4 1| |1 -2

W12 8 o[B8 6 9
O 56 ®lap s s

2. Sejam
A2—51 B_1—2—3 C_01—2
13 0 4" |0 -1 5" 7|1 -1

Calcule 3A+4B-2C. (R 10 =25 5
+4B-2C. (R:
alcule ( T 10)

3. Sejam

2 -3 8 5 -7 -9 0 9 8
A= . B= ., C=

4 -1 -6 0 4 1 1 4 6
—75499}

a) Calcule 4A-3B+5C. (R:
21 4 3
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-26 72 102
b) Calcule 4C+2A-6B. (R:{ }

12 -10 6

Encontre X, y, z e w tais que:

3*x y X 6 4 X+Yy R X202 V4 721 W=3
z w| -1 2w!|T|z+w 3 (R:x=2,y=4, 2=1, w=3)

Demonstre o seguinte teorema: “Sejam A e B matrizes do tipo m x n e k um

escalar. Entdo: k*(A+B)=k*A+k*B”

Sejam

A 1 3 B_2041
12 -1 T |3 -2 6

Determine AB R 11 6 14
a) etermine A. (R: 1 2 _14)

b) Determine B.A (R: Produto néo definido)

Dados

A=[2 1], B:E _52 _03}

a) Determine A.B (R:[6 1 -3])

b) Determine B.A (R: Produto néo definido)
Dados
A i E)l g=|l 2
- T3 4 0
-3 4
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10.

11.

12.

-1 -8 10
a) Determine A.B (R:]1 -2 5
|9 22 -15
b)  Determine B.A o
) etermine B. ( ._10 3
Dados
Az_lOB—;_igll
BRI ] i B
4 0 -2 O

a) Determine a formade A.B  (R: (2x4))

b) Seja C=A.B. Calcule C»3, C14€ Cy1. (R: 6,3,-11)

Quais as condigdes para que o produto de uma matriz pela sua transposta esteja

definido?
Seja A ! y D ine:
eja A = 3 1 4l etermine:
AAT (R: 5 1
a) ) (R: _1 26 )
[10 -1 12
b) ATA R:|-1 5 4
112 4 16
_ 4o -4 6 -3 _
Dadas as matrizes A=| 3 -7| e B= 35 g , determine;
-2 4
-1 9 4
a) (A.B)T (R:| -1 -17 8)
-52 65 38
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b) BTAT(R:| -1 -17 8])
52 —65 38

13 Seja A L2
: ejaA=, ol

9 4
. 2 o
a) Determine A< (R: {—8 17})

: (-7 301
b) Determine A3 (R: )
|60 67
c) Calcule f(A), sendo f definida como:
f(x) = 2X* - 4x+5 R| D%
() =2x" —dx+ R-1 108 —117)

d) Mostre que A é um zero do polinémio

g(x) = x> +2x-11

_ 3/2
(R: p.ex. u :[ 1 })

1 3 X
14. Sendo A = {4 3}, encontre um vector coluna ndo nulo u = {y} tal que A.u=3u.

15.  Sejam
-2 3 -1 -1 -10
A=/1 -3 1|e B=|0 -1 -1
-1 2 -1 1 -1 -3

Prove que A é inversa de B.

16.  Prove que, sendo A, B, C, D e X matrizes quadradas da mesma ordem e inversiveis

ADX=ABC < X=D"B.C
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17.

Resolva a seguinte equacao matricial:

CAX'=C

em que C, A e X sdo matrizes quadradas da mesma ordem e inversiveis.

(RX=(A1)T)

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Mostre que, sendo A e C matrizes quadradas da mesma ordem e inversiveis

(Ac) =c*A?

1 -2 3
Seja A=|2 -1 2. Através de operacdes elementares transforme a matriz A na
3 1 2

matriz identidade.

Determi triz i Az O ®|7 °
etermine a matriz inversa de A = 9 3.(. ) _3)

1 0 2 -11 2 2
Determine a matriz inversade A =2 -1 3 R:|4 0 1)
4 1 8 6 -1 -1
2 3 1
Determine a matriz inversade A =| -4 -2 -2|.(R: A ndo tem inversa)
2 -5 1

Resolva o seguinte sistema de equacdes lineares:

2X-y+2=5
X-y-z=4
—2X+2y+z2=-6
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24,

25.

26.

217.

28.

a) utilizando o método de Gauss

b) utilizando o método de Gauss-Jordan (R: x=5, y=3, z=-2)

Resolva o seguinte sistema de equacdes pelo método de Gauss-Jordan

3X, +2X, +X;,—=3=0
2X, + X, + X, =0 (R: Sistema impossivel)
6X, +2X, + 4X,—6 =0

Resolva o seguinte sistema de equacdes pelo método de Gauss-Jordan

X-y-z=0
X—2y—-2z=0 (R: Sistema indeterminado: x=0, y=-z)
2X+y+z2=0

Resolva o seguinte sistema de equacdes lineares pelo método de Gauss

(W+X+y=3
-3w-17x+y+2z=1
4w -17x+8y—-5z =1
—-5x-2y+z=1

(R: w=2, x=0, y=1, z=3)

Resolva o seguinte sistema em funcdo de x e y, utilizando o método de Gauss-

Jordan:

3a, +5a, =X
(R:a, =2x-5y, a, =3y—Xx)

a,+2a, =Yy

Determine qual o valor de t que torna possivel o sistema:

X-y+z2=2
X+y+3z=2 (R:t=-2)
X+2z = -t

EXERCICIOS DIVERSOS
6
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29.  Resolva o seguinte sistema de equac0es lineares pelo método de Gauss-Jordan

2x+4y-6=0
(R: x=1, y=1)
-3x+2y+1=0
30.  Calcule a inversa da seguinte matriz:
21 4 -5/46 9/46 -1/23
61 0 |atravésde (A1) (R:| 15/23 —4/23 6/23 |)
-12-10 13/92 -5/92 -1/23

31.  Considere o seguinte sistema de equaces lineares:

2X, — X, + X3 =5
X, =X, = X3 =4 (R: x1=5, X2=3, X3=-2)
—2X, +2X, + X, =6

Resolva o sistema utilizando o método de Gauss-Jordan.

32.  Considere o seguinte sistema de equaces lineares:

2x+3y=4
2x+3y—-z=1
—4x-6y =D

Através do método de Gauss, determine:
a) em que condices este sistema € possivel; (R: b=-8)

b) uma solucdo deste sistema. (R: p.ex. x=1/2, y=1, z=3)

33.  Considere o seguinte sistema de equaces lineares:

X—y+2z+t=5
X—-4y—-z-2t=14
—2X+2y+z+t=-7
X=7y+z+2t=10
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34.

a) Resolva este sistema utilizando o método de Gauss-Jordan.

(R: x=1, y=-2, z=3, t=-4)

b) Mostre que a equacdo matricial de um sistema AX=B € equivalente a
X=A"B.
c) Resolva o sistema acima através da expressdo X=A"B, utilizando o método

da matriz adjunta para o calculo de A™.

Considere o seguinte sistema de equacdes lineares:

X, —kx, —k?*x, =k
kx, —k®x, +kx; =1

3y —
kx, + X, +k°x; =1

a) Resolva este sistema utilizando o método de Gauss.

(R: x, :(Ei%sl)kz, X, :%% = —klzz:;(l)
b) Resolva este sistema utilizando a regra de Cramer.
C) Diga em que condices este sistema é:

)} possivel e determinado (R: k=0)

i) possivel e indeterminado (R: nunca)

i) impossivel  (R: k=0)
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e ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA
Departamento de Ciéncias e Tecnologia
ANO LECTIVO 1998/99
Capitulo Il - Espacos Vectoriais
EXERCICIOS
1. Demostre que para um espaco vectorial V
a) existe um dnico elemento nulo;

b) existe um Unico elemento oposto para cada vector v;

C) a.0 =0, VaeR;
d) (~a).v =-(a.v) =o.(-Vv), Ya eR, Vv eV;

e) a.vV=0=0a=0vv=0.

a b
2. Mostre que S = {[b C} a,b,CER} € um sub-espaco vectorial de

a b
V = { }; a,b,c,d ER}
c d

3. Mostre que S = {(x, X*), X € R} ndo é sub-espaco vectorial de R%

4, Sejam os vectores u=(1,3,4) e v=(2,-2,3)

a) Mostre que w=(-1,13,6) € combinacao linear de u e v. (R: w=3u-2v)

9 Prof. Alzira Dinis
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10.

11.

b) Determine o valor de k para o qual o vector p=(1,-5,k) é combinacéo linear
deuev. (R: k=-1, p=-u+v)
c) Determine qual a condicdo entre x, y e z para que o vector t=(X,y,z) seja

combinacéo linear de uev. (R: 17x+5y-8z=0)

Mostre que os vectores u=(1,2,0) e v=(0,1,0) s&o geradores do sub-espago vectorial

S = {(a,b,0), a,b eR}

Determine qual o sub-espaco vectorial gerado pelos vectores u=(2,1,0), v=(1,-1,2) e

w=(0,3,-4). (R:S = {(X,¥,2):2x-4y-32=0, X,y,Z €R})

Determine se sdo linearmente dependentes ou independentes 0s seguintes vectores:

2 1 11 41 _
I A PR [ P N R R

by  u=t>-2t+3 , v=t“t+4 , w=3t-8t+7 (R: L.D.)

Mostre que se u, v e w sdo linearmente independentes, entdo u+v-w, u-w e u+v+w

também o sdo.

Verificar se os vectores u=(2,3,-5) e v=(1,-1,0) formam uma base do espaco

vectorial V = {(x,y,2):x+y+2 =0, X,y,z € R}.(R: Base)

Para que valores de k os vectores v=(1,k) e u=(k,4) sdo base de R*? (R:k=2 e k=-2)

. ) a 0 a+b
Construir uma base do espaco vectorial M = ob ¢ | a,b,c eR
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e A [000] 101 102
RepexA=o 0 11" B30 0 0| ©Flo 1 1/

12. Mostre que, se U ={uyUz,....,un} é uma base de um espago vectorial V, entdo
qualquer vector de V é expresso univocamente como combinagdo linear dos

vectores dessa base.
EXERCICIOS DIVERSOS

13.  Verifique, explicando convenientemente, se o conjunto X={(x,y,z): x+y+z=1} €

subespaco de ®°.  (R: ndo)

14.  Verifique, explicando convenientemente, se o conjunto A={(a,b,a+h): a,b € R} ¢

subespaco de ®°.  (R: é)

. 0 1 2 1
15. Dadas as matrizes A = e B=
10 -1 0

T (712
a)  calcule (A.B)". (R: (O 1])

b) Verifique se A, Be (A.B)' sdo linearmente independentes. (R: sdo)

16.  Dados os seguintes vectores de %*: u=(0,1,1), v=(2,1,-1) e w=(-1,0,2), verifique se

w € combinacao linear de u e v. (R: ndo)

17.  Considere os vectores
/,=3e,t2e,te,, V,=e te,te,, V= 28, +e,-e,
emquee,, €, e e, sdo 0s vectores da base candnica de R°.

11 Prof. Alzira Dinis
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a)  Mostre quev,, Vv, e v, formam uma base de R°.
b)  Escrevau =4e,+6e,+3e, como combinagio linear dev,, v, e v, .

(R: U =-7v,+15v,+5V,)

12 Prof. Alzira Dinis
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ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA

Departamento de Ciéncias e Tecnologia

ANO LECTIVO 1998/99

Capitulo 1l - Transformacdes Lineares

EXERCICIOS

1. Verifique se sdo lineares as seguintes transformacdes:
a) T:R* 5 R*, T(x,y) = (x+y,x) (R:sim)
b) T:R° >R, Tx,y)=xy (R:nio)
c) T:R* >R, T(x,y) =(x +2,3x,x+Yy)  (R: n4o)

d) T:R* >R, T(X,y,2) = x-2y + 4z (R:sim)

2 2y X .
e) T:R">M(2,2), T(x,y) = {-y x+2y} (R: sim)

f) T:P, > R?, T(ax+b) =(a+b,-1) (R: nio)

2. Seja a transformagcdo linear T : R* = R?, T(x,y) = (2x +y, 4x + 2y).
a) Quais dos seguintes vectores pertencem ao nucleo de T?
i) (1,-2) (R:sim)
i) (2,-3) (R:nédo)
i)  (-3,6) (R:sim)
b) Quais dos seguintes vectores pertencem a imagem de T?
i) (2,4) (R:sim)

13 Prof. Alzira Dinis
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i) (-1/2-1) (R: sim)

i) (-1,3) (R:ndo)

Procure uma base para cada um dos nucleos das transformacdes seguintes:
a) T:R*->R’, T(Xy)=(XX+y,x+Y) (R: (-1,2))

b) T:R* 5 R®, T(X,y,2) = (X+2y,y -Z,X + 22) (R: (-2,1,1))

) T:RP5R’, T(XY,2)=(Xx+y,y+2)  (R:(1,-11)

d) T:R'S R, T(X,y,z,t) =(X-y+z +t,x+2Z2-t,x+y +3z-3t)

(R: (-2,-1,1,0) e (-3,0,1,2))

Determine uma transformagcéo linear T : R*> > R® cuja imagem seja gerada pelos

vectores (1,2,3) e (4,5,6). (R: T(x,y)=(x+4y,2x+5y,3x+6Y))

1
Seja a transformagdo linear T :R*> — R*, T(x,y) ={

X ]
9 ZMV}' Determine uma

base para o seu nucleo e outra para a sua imagem. (R: N(T): (1,1); Im(T): (1,-2))

Demonstre a seguinte afirmacdo: “Se T:V — W € linear e {vi...v,} geram V,

entdo {T(vi).... T(vy)} geram a imagem de V”.

Seja T:R* — R’ a transformacéo linear tal que T(e1)=(1,-2,1), T(e2)=(-1,0,-1),
T(e3)=(0,-1,2) e T(e4)=(1,-3,1), sendo {e;, e, e3 e4} a base candnica de R*.

a) Determine T(x,y,z,w). (R:T(X,y,z,W)=(X-y+w,-2X-2-3W,X-y+2Z+W))

b) Determine o nlcleo e a imagem de T.

(R:N(T)={(3y.y.0,-2y), yeR; Im(T)=R’}

C) Determine uma base para o nucleo e outra para a imagem de T.

14 Prof. Alzira Dinis
Prof. Ana Fonseca



10.

2
Sendo A :{

1 1} a matriz associada a uma transformacao linear T, calcule:

a) T(3,5) (R: (21,2))
b) T(7,-1)(R: (11,-8))

C) T(-1,0)(R: (-2,1))

Determine a matriz associada a transformacéo linear T: R® — R® cuja imagem é

1 30
gerada pelos vectores (1,-1,2) e (3,0,1). (R:A=|-1 0 0}
2 10

Determine uma base para o nucleo e outra para a imagem da transformacéo linear

1 2 0 0
cuja matriz associadaé A=|2 -1 2 -1]|.
1 -3 2 2

(R: N(T): (-2,1,5/2,0); Im(T): (1,0,0,(0,1,0),(0,0,1))

11.

12.

-4 6
Seja a transformacéo linear T : R> — R® cuja matriz associada é A = {_7 9}.

a) Determine T(x,y).  (R: T(X,y)=(-4x+6y,-7x+9y))

b) Determine as coordenadas de T(1,-1) e T(0,-2) na base B={(1,-1),(0,-2)}.
(R: (-10,13) e (-12,14))

C) Determine a matriz associada a transformacdo T relativamente a base B.

_ [-10 -12]
RiAe= 13 14 )

Determine a matriz associada a transformacao linear

T:R* 5 R*, T(x,y) = (Xx+2y,X-Y) (R:A:B _21})

15 Prof. Alzira Dinis
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13.  Dada a transformacéo linear T:R® > R®, T(x,y,z) = (X -y +27,2x+2,3x -y -2),

0 2 2
determine a sua matriz na base B={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}. (R: A;=|2 -1 1})
0 -11

2 1

14. A matriz AB:[_l 3

} é a matriz associada a transformacdo T:R> — R’

relativamente a base B={(1,1),(3,2)}. Determine:
a) T(1,1) e T(3,2) na base B. (R: (2,-1),(1,-3))

b) T(1,1) e T(3,2) na base canonica.  (R: (-1,0),(-8,-5))

15.  Considere a seguinte base de R*: B={b;=(1,1,1), b,=(1,1,0), b3=(1,0,0)}.

a) Determine a matriz mudanca da base candnica para a base B.

0 0 1
R:M;=[0 1 -1
1 -1 0
b) Determine a matriz mudanca da base B para a base canonica.
111
R:MZ=[1 1 0}
100
c) Determine as coordenadas na base B do vector v=(1,3,2). (R: (2,1,-2))

1 4
16.  Sabendo que M4 = [ } e que B={(3,5),(1,2)}, determine a base A.

4 -11

(R: A={(1,3),(1,-2) .

17.  Considere as seguintes bases de R?:

B:{b1:(1,3), b2:(2,5)} e C:{e1:(1,0), 62:(0,1)}.

16 Prof. Alzira Dinis
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-5 2
a) Determine a matriz mudanca da base C para a base B. (R:Mg§ = })

1 2
b) Determine a matriz mudanga da base B para a base C. (R:Mg = 3 5})

C) Seja a transformacdo linear T : R*> —» R*, T(x,y) = (2y,3x-Yy). Mostre que
Ag = (M2) A ME
sendo Ag e Ac a matriz associada a transformacdo T nas bases B e C,

respectivamente.

EXERCICIOS DIVERSOS

2 1 1
18.  Considere a transformacédo T, que tem como matriz associada A = {O L 1}
a) Determine a formula geral de T. (R: T(x,y,2)=(2x+y+z,-y-z)
b) Verifique se T é linear. (R: é)
C) Determine uma base para o nicleode T.  (R: p.ex. (0,-1,1))
19.  Considere as seguintes bases de R°:
A={-110; (L0D; (110}
c={10,0; (010); (0,01}
Determine a matriz mudanca da base C para a base A.
[—1v2 v2 w2
R:MS=l 0 o 10
v2 12 -U 2J
20.  Considere a transformacdo T: M, , > M,,,,
17 Prof. Alzira Dinis
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21.

T Xy [ | X+w=y
wl|) | —zx+w
a) Verifique se T € linear. (R: é)

1 0
b) Determine uma base parao nicleode T.  (R: p.ex. {O })

c) Determine as coordenadas de T(a;)), T(a;) e T(az) na base

JoTrol  fTo1l _ o o
A‘{aﬂo 1} %70 of *7a OJ}'

(R: (2,0,0), (0,-1,0), (0,0,-1))

[2 0 o
d) Determine a matriz associada a T na base A. (R: | 0 -1 0 |)
0 0 1

Considere a seguinte transformacdo: T: R — R, definida por T(x)=f(x),
VX € R. Sabendo que T é uma transformacéo linear, prove que também ¢é linear a
transformacdo G: R— R, definida por G(x)=f(x), VX €R, em que f(x)

representa a derivada de f(x).

18 Prof. Alzira Dinis
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ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA

Universidade Fernando Pessoa

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia

Capitulo IV - Determinantes

EXERCICIOS

Calcule os seguintes determinantes:

(R:-7)

(R: -14)

(R: -4)

N&o aplique a regra de Sarrus.  (R: 0)

(R: -45)

(R: 2xyz)

19 Prof. Alzira Dinis
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Utilizando apenas as propriedades dos determinantes calcule:

3 -1 1 -1
13
) 121 3 1|RO
1 -1 -1 3
1
0
b) 00 3 .. 3 R: n1)
00 0 n
02 0 0 0
00 0 -1 0
0) 300 0 0 (R: 36)
00 -2 0 0
00 0 0 -3

Utilizando apenas as propriedades dos determinantes, verifique que:

a 1 3a+2
a) DetA= | b 2 3b+4]|=0.
c 3 3c+6

1 2 3 4
. 5678_0
) 9 10 11 12|

13 14 15 16

3 6 -3
c) 4 8 -8 émiultiplo de 24.
16 -10 2

Resolver as seguintes equacdes:
2 x 2

a) 1 1 x|=-3 (R:x=5vx=3)
1 1 6

20 Prof. Alzira Dinis
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X+3 x+1 x+4
b) 4 5 3 | =-7 (R: x=1)
9 10 7
x 111
1 x 1 1
C) 11 x 1|7 0 (R: x=-3 v x=1)
1 1 1 X
1 1 1 1
x a b ¢
d) 2 a b2 ¢ =0 (R: x=a v x=b v x=c)
X3 a3 bS C3

Resolva os seguintes sistemas de equacOes lineares através da regra de Cramer:

2x—-3y =7 R x=2. vl
3x+5y=1 (Rix=2,y=-1)
2x+3y=z+1

b) 3X+2z =8-5y (R: x=3, y=-1, z=2)
3z-1=x-2y

X, —2X, =X, +2%X, =1

=X+ X, +X;—3X, =2
(R: x1=-1/3, X=-5/3, X3=-2/3, X4=-4/3)
3X; =X, = X3 +X, =0

X, +X; =X, =-1

Resolva o seguinte sistema de equacgdes pela regra de Cramer e determine o valor
de A para o qual este sistema é possivel.

X+y+z=1
X+Ay+z2=2 ( R: x=-5/(A-1), y=1/(A-1), z=(A+3)/(A-1), A#1)
2Xx—-2y+3z2=3

Calcule, usando determinantes, a inversa da matriz
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10.

1 1 4 3/4 1/2 -1/4
A=(2 -1 2 (Ar=| -1 -1 1 )
3 1 1 5/4 -1/2 3/4

Encontre os valores proprios e 0s vectores proprios das seguintes matrizes:

) A:_; ﬂ (R: h=4, h=-1, E@)={ x(2/3,1)}, E(-1)={ x(1,-1)})

b) A=_j ﬂ (R: 1=10, %,=5, E(10)={ x(1,1)}, E(5)={ X(L,-4)} )

1 0
0 A=l01 -1 (R: M=2, 1,=3, E(2)={ x(1,0,0)}, E(3)={ x(-1,1,2)} )
02 4

Diagonalize as seguintes matrizes:

L v 40
2) |3 2 (R: “lo -1 )
(73 02 -37 4 0 0
b) A=|-115 10 55| (R:D=|0 0 0/)
177 18 -93 0 0 3

EXERCICIOS DIVERSOS

Calcule o seguinte determinante, sem utilizar a regra de Sarrus para o calculo dos

determinantes de 32 ordem

1 3 4 3 6
2 7 0 4 14
02 1 7 -1 (R: 66)
4 4 3 28 2
00 -10 O
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11.  Resolva a seguinte equacdo, sem utilizar a regra de Sarrus para calcular os

determinantes de 3?2 ordem:

3X
4
0
0

= 0 (R:x=1vx=2/3)

e
P X AN
L

12.  Resolva o seguinte sistema de equacdes lineares através da regra de Cramer:

d1X1 +dyXy +dgzXg =dy
blxl + b2X2 + b3X3 = b4

13.  Encontre os valores proprios e 0s vectores proprios da seguinte matriz:

o O o
o T O

0
0 (R: A=a, \=b, A=c, E(2)=x(1,0,0), E(b)=y(0,1,0), E(c)=2(0,0,1) )
C

[1 2 3 4] [0 3 1 6]

. _ _ 5 6 7 8l 5 1 0 2l

14. Considere as matrizes reais: F:|0 3 1 2|eG:|4 0 0 3|.
LO 0 4 1J LS 00 GJ

Utilizando unicamente as propriedades dos determinantes no célculo destes, calcule o

determinante do produto das matrizes F e G e verifique que é igual ao produto dos

determinantes dessas matrizes. (R: 828)
[1 2 3]
15.  Considere a seguinte matriz real: E= | 012 |.

3 1 4]

23 Prof. Alzira Dinis
Prof. Ana Fonseca



16.

17.

Sendo E™* calculada através da matriz adjunta, calcule det E™, e verifique que é

igual a (det E), calculando os determinantes unicamente através da aplicagdo das

suas propriedades. (R: 1/5)
Xy Z 1 1 1/ (1 1 1

Sabendo que [3 0 =1, calcule |[3x 3y 2[+[3 O 337, enunciando 0s
11 3x 3y 3z [3x 3y 3

principios em que se baseou. (R: -3)

Calcule o seguinte determinante sem utilizar a regra de Sarrus:

c+b c+a a+
bc ca ab (R: c*a-ca*-c*b+a’b-ab*+cb*)
a b
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Capitulo V - Espacos Euclideanos

EXERCICIOS
1. Calcule o mddulo dos seguintes vectores, relativamente ao produto interno usual.
a)  v=(1,2) (R:5)
b) v=(4,5,8) (R: 4105 )
)  v=(57.13) (R: 2421)
d)  v=(-5/4,3/4) (R:¥34/4)
2. Considere o produto interno usual em R*. Sendo  v1=(1,2,-3),  v,=(3,-1,-1),

vs=(2,-2,0), determine o vector ue R tal que u.vai=4, u.v,=6, u.vs=2. (R: u=(3,2,1))

3. Considere o produto interno usual em %R*. Determine ¢ de modo que

v=(6,-3,c), lv|=7 (R:c=%2)

4. Considere o seguinte produto interno em R*:
Vi=(X1,y1),  Va=(X2,¥2),  Vi.Vo=3 X1 Xot Y1Y2
Relativamente a este produto interno, determine v=(x,y) tal que
lv]=4 e uv=10, sendo u=(1,-2) ( R:v=(2,-2) ou v=(6/7,-26/7) )
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Dados

Relativamente ao produto interno usual, determine o angulo entre os seguintes

pares de vectores:

a)  v=(1,2) eu=(1,3)
b)  v=(45,8)eu=(531)

) v=(57,1,3)eu=(1,2,1,2)
d)

e e A

1 2
produto interno: u.v=aja,+b1b,+c;Cc,+d;d,. Sendo w:[ } e t{

a)

b)

(R: 0=arc cos 7/+/50 )
( R: ©6=arc cos 43//3675 )

( R: B=arc cos 26/~/840 )

v=(-5/4,3/4) e u=(0,1)( R: 6=arc cos 3/+/34 )

w+t | (R: ¥21)

o anguloentrewe't

-1 1

(R: 0=arc cos 4//42 )

Considere o seguinte produto interno em P5:

p=a,x’+ax+a,, q=b,x*+bx+b,

p-gq=a,b, +ab, +a,b,

p=x"-2x+3, p, =3x -4, p, =1- %, calcule:

a)
b)

c)

d)

P1.p2
| P1 | e | P3 |
| p1t+p2 |

P,
|p, |

o0 angulo entre p, e p3

(R: -18)
(R: V14 e y2)
(R: ¥3)

(R: 3/5x-4/5)

(R: 6=arc cos(—%)

26
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8. Sejam 0s vectores u e v pertencentes ao espaco vectorial euclideano V. Determine o

cosseno do angulo entre u e v, sabendo que:

lul=3, Iv =7 e lutvI=4+5 (R: 11/21)

Q. Considere no R* o produto interno usual. Para que valores de m os seguintes
vectores u e v sdo ortogonais?
a)  u=(3m,2,-m), v=(-4,1,5) (R: m=2/17)

b) u=(0,m-1,4), v=(5,m-1,-1) (R: m=3 ou m=-1)

10.  Considere o seguinte produto interno em R*:

(Xllyl’zl) '(X2|y2122) = 2X1X2 +y1y2 + 42122
Determine, em relagio a esse produto interno, um vector unitario simultineamente

ortogonal aos vectores u=(1,-1,2) e v=(2,1,0). (R: p.ex. (2/9,-8/9,-1/6) )

11.  Considere o seguinte produto interno em Mxy)

a, b,|la, b, b dd
c, d1 ' c, d2 =aa, +0b,0, +CC, +d,a,

1 -2 3 2
Determine x de modo que u= [5 x} ev= [1 _J sejam ortogonais.  (R: x=4)
12. O conjunto B=3(1,-1) , (2,b)t é uma base ortogonal de R em relagdo ao produto

interno (x,,, )- (X,,Y, )= 2X,X, +Y,y,. Calcule_b e determine uma base ortonormal

a partir de B. (R:b=4; B’={ (1/+3,-1/+3) , (16 ,2/4/6)})

13.  Determine uma base ortonormal relativamente ao produto interno usual para o sub-
espaco de R° que é gerado pelos vectores vi=(2,2,1) e v,=(1,-1,3).

(R: B’={(2/3,2/3,1/3) , (1/3+/10 ,-5/3+/10 ,8/3+10)})
27
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14.  Determinar uma base ortonormal relativamente so produto interno usual para o sub-
espaco de R* que é gerado pelos vectores v;=(1,1,0,1), v»=(1,1,0,0) e
vz=(1,-1,1,-1).

(R: B’={(1/+3,1/4/3,0,1/43) , (1/46 ,1/46 ,0,-2/6 ) , (1/<3 ,-1/4/3,1/43,0) } )

15.  Considere o seguinte produto interno em R?:
(a,b).(c,d)=4ac-ad-bc+2bd
Use o0 processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal a

partir de B={(2,2) , (-3,7)F. (R: B’={(1/2,1/2) , (-1/2~7 327}

16.  Reduza a seguinte forma quadratica no plano
p(X) = X + X5 + 4%, X,

aformacanénica p(x)=A,Xx; +A,X,  (R: p(X)=(=Dx+3x;])
EXERCICIOS DIVERSOS

17.  Considere o seguinte conjunto de vectores: {@,2,); (L1,1); (1,0,-2)}

i 3
a) Prove que 0s vectores constituem uma base de R™.
b) Encontre uma base ortonormal a partir da base anterior, relativamente ao

seguinte produto interno:

(X17y1121)-(ley2’22) = 2X1X2 + 3y1y2+ 2z,

(R:B”= {(1/\/E,2/\/E,1/\/E),(2/\/E,—JJ\/E,z/\/E),(JJ\/B,o,—z/\/E) })
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18.  Dado um espaco vectorial E e uma base S= {\71, \72,\73}, deduza as féormulas que Ihe

permitem obter a base ortogonal S’= {\/”vl,vT/2 ,W3} a partir de S.

19.  Considere a seguinte transformacao
T: R 5 R, T(@W)=m(0.n)
- 2 . - - 2 . .
sendo m= %(eﬁ g)en= %(—q+ ).
Mostre que T é linear.

(-2 0 v2]
a) Determine a sua matriz associada. (R: A:|—1/2 0 1/2|)
0O O OJ
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Capitulo VI - Geometria Analitica no Plano

EXERCICIOS

1. Determine as equagdes vectorial, paramétricas e cartesiana da recta r que passa pelo

ponto A e tem a direccao de v, sendo:
a) A=(2,-3)e vV = 2i + ] ( R: Eq.cartesiana: y+3=1/2(x-2) )

b) A=(3,-1) e V = -3i - 2] ( R: Eq.cartesiana: y+1=2/3(x-3) )

- . X=-2+3t
C) A=(2,-3) e v = 3i ( R: Eq.paramétricas: y=3
2. Determine as equacOes vectorial, paramétricas e cartesiana da recta r que passa pelo
ponto A e B, sendo:
a) A=(5,8) e B=(9,6) ( R:Eq.cartesiana: y-8=-1/2(x-5) )
b) A=(1,0) e B=(-1,-1) ( R: Eqg.cartesiana: y=8/3(x-1) )
C) A=(0,0) e B=(-1,-1) ( R: Eqg.cartesiana: y=x)
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a) Mostre que a recta r que passa pelo ponto A=(xi,yi) e tem a direc¢do

do vector V =ai + bj se pode descrever pela equacdo simétrica da recta:

X-X1_Y— ¥
a b

b) Determine a equacdo simétrica da recta que passa pelo ponto A=(2,-3) e tem

a direccéo dovectorV:27+]. (R: X—gzzy%:%)
Calcule o angulo formado pelas rectas r e s, sendo:
a) r: X1 _ Y e S: X :y_+5 (R: 0°)
4 -2 2 -1
by n {y . e s: {y o (R: arccos(+/10/10))
X—-2 y+4 .
c) r 2 5 e s: eixo dos yy (R: arccos(+/5 /5))

a) Verifiqgue que a recta r que passa pelos pontos A;=(1,2) e B;=(4,6) €
paralela arectas que passa pelos pontos A,=(5,7) e B,=(11,15).

X=2+t

b) A recta r passa pelo ponto A=(1,-2) e é paralela a recta s: {y _ a3t

Determine k de modo a que o ponto P=(0,k) pertencaarectar. (R: k=1)

- X—4 -8 X X+2
a) Verifique que a recta r: 7 " é ortogonal a recta s: 3

y+6
—2 )

X =3+mt

y =1+t seja ortogonal a recta s que

b) Calcule m de modo a que arectar: {

passa pelos pontos A=(3,m) e B=(m,3). (R: m=3 v m=1)
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10.

11.

12.

13.

14.

Calcule a distancia entre os pontos A=(5,2) e B=(7,1). (R: \/5)

o N . x-=1 -3
Calcule a distancia do ponto w=(2,3) a recta de equacgéo XT = yT (R:

3/4/13)

Determine a equacdo reduzida e o género da conica representada pela equagédo

11x2 — 24Xy + 4y + 20X — 40y —20 =0 (R: X?—4Y? =4, hipérbole)

Determine a equacdo reduzida e o género da conica representada pela equacao

2% 4 2xy + 2y + TA2x + 542y +10 =0 (R: X?+3Y? =3, elipse)

Determine a equacdo reduzida e o género da conica representada pela equagédo

X2+ 2%y +y2 —8x+4=0 (R: Y2 — 42X =0, parébola)

Determine a equacdo reduzida e o género da conica representada pela equacao

4X2 1 24xy —3y? —156=0 (R: —12X? +13Y? =156, hipérbole)
Determine a equacdo reduzida e o género da coOnica representada pela equagédo
x> +6X,X, +9x,° =0 (R: 10X,2 = 0, parabola)

Determine a equacdo reduzida e o género da coOnica representada pela equagédo

3x% —2xy +3y* —2x-10y-1=0 (R: X% +2Y? =6, elipse)
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EXERCICIOS DIVERSOS

15.  Deduza a distancia ¢ entre um ponto P, de coordenadas (xz, yz) e uma recta r,

expressa pela equacao XA % tal que
a
y A
P2
o
A /
j P,

v

16.  Determine a equacdo reduzida da conica

ax’ +by” + 2cxy +2dx+2ey + f =0.

17.  Determine a equacéo reduzida e o género da conica

3x2 —2xy+3y? —2x-10y-1=0 (R: 2X*+4Y?-12=0, elipse)

18.  Determine a equacéo reduzida e o género da conica

7x? —8xy +y2 —1745 x+11/5 y+41=0 (R: -X?+9Y29=0, hipérbole)

19.  Considere a seguinte conica:
X2 +y2 + Xy +5v2x+ 442y +1=0
a) Determine a sua equacao reduzida e classifique a cénica.
(R: 1/2X3+3/2Y?-13=0, elipse)
b) Prove que a base formada pelos vectores proprios unitarios da matriz A é

ortogonal.
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Capitulo VII - Geometria Analitica no Espaco

EXERCICIOS

1. Determine as equacdes vectorial, paramétricas e cartesianas da recta r que passa
pelo ponto A=(3,5,-4) e tem a direccdo de V = —i + 2] + 3Kk.

y =11-2x

( R: Eq.cartesianas: {z 53y

2. Determine as equacdes vectorial, paramétricas e cartesianas da recta r que passa
los pontos A=(2,-1,7) e B=(1,-1,1 R: Eq.cartesianas: 1 -
pelos pontos A=(2,-1,7) e B=(1,-1,1). ( R: Eq.cartesianas: z=—5+6x)
3. Determine a equacgdo simétrica da recta que passa pelo ponto A=(3,5,4) e tem a
direccéo do vector V = —i + 2 + 3K. (R: x=3_y-5_z-4 )
-1 2 3
4. Determine as equagdes paramétricas e a equacdo geral do plano = que passa pelo
ponto A=(-3,-2,1) e é paralelo aos vectores U = i+ 2] +2kevV=—i+ 2] —k.
(R: Eq. geral: -6x-y+4z-24=0)
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5. Determine as equagdes paramétricas e a equacao geral do plano © que passa pelos

pontos A=(-3,-2,1), B=(2,1,-1) e C=(5,3,-1). (R: Eq. geral: -5z-5=0)

6. Verifique se séo paralelos os planos:
my: 2X-6y+9z-10=0

Tp. X-7y+10z-1=0 (R: ndo)

7. Verifique se sdo perpendiculares os planos:

1. X-2y+3z-7=0

Ty, X-2y+5z-14=0 (R: ndo)
. y=2x-1
8. Considere a recta r: e o plano m: x-4y+6z-12=0.
Zz=9x+6

a) Verifique se sdo paralelos.  (R: ndo)

b) Verifique se sdo perpendiculares.  (R: ndo)

9. Determine as equacOes cartesianas da recta r que é a intersepcao dos planos
. 7X-4y+3z-14=0

y =-23x+64
mp: X-10y+7z+10=0 (R:

" |z=-33x+90

10. Dado o plano m; que passa pelo ponto A=(2,1,3) e é paralelo aos vectores
u= —37—3] +kevV= 2?+]—2R, determine:

a) A equacéo geral do plano.  ( R: 5x-4y+3z-15=0)

x=2-3h+2t
b) As equacOes paramétricas do plano. (R: <y =1-3h+t )
z=3+h-2t
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11.

12.

(R:

13.

14.

15.

16.

(R

17.

C) A equacdo simétrica da recta r que € a intersep¢do do plano w; com o plano

X=2-2h+3t 11y—120 11z -105
Ty =4+h+2t (Ri 2= 2=
1 19 7
Z=-5+t

Calcule a distancia entre os pontos A=(6,5,-4) e B=(1,2,-14). (R: ¥134)

A . x -4
Calcule a distancia do ponto W=(7,2,-1) a recta de equacao ? = yT _Z :

36)

Calcule a distancia entre as rectas r e s:

n-=<="—"o ss==2=—- (R:/30/6)

Calcule a distancias do ponto P=(7,-1,2) a0 plano x+4y-3z+10=0.  (R: 7/~+/26)

Determine a equacdo reduzida e o género da quédrica representada pela equacao

xf + x% +x§ +4X1Xo + 4X1X3 +4XoX3 =0

: —X;% — X2 +5X4° = 0, quédrica de centro)

Determine a equacéo reduzida e o género da quadrica representada pela equacao

11x2 +5y2 +222 +16xy +4xz2—-20yz+2X +2y+2z+1=0

. —oX? +9Y? 11872 = —17/18, quédrica de centro)

Determine a equacdo reduzida e o género da quédrica representada pela equacao

5x2 +5y2 + 522 —10x + 202 -3 =0
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(R:

18.

(R:

19.

(R:

20.

(R:

21.

(R:

5X2 +5Y2 +522 = 28, quédrica de centro)

Determine a equacdo reduzida e o género da quadrica representada pela equacao
y2 —4xz-4x+2y-3=0

X% 4Y2427% = 4, quédrica de centro)

Determine a equacdo reduzida e o género da quédrica representada pela equacao
22 +2y2+522 —4xy —2xz +2yz-10x -6y -2z2—-7 =0

3Y2 +62% —16/42X =8, paraboloide)

Determine a equacdo reduzida e classifique a seguinte quadrica:
3x* +By” +32° —2Xy + 2Xz —2yz— 4X + 6y —22 +2 =0

2X*+3Y?+67%-1/2=0, quédrica de centro)

Determine a equacéo reduzida e classifique a seguinte quadrica:
AXE + X5+ X2 — AXX, + AX X — 2X Xy +12X —6X, = 3

12/4/5X, - 24145X,, + 6X2 = 21/ 4, cilindro)
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