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Capitulo I — FungBes Vectoriais

Capitulo |

O conceito de uma fungdo vectorial pode ser o seguinte: Uma funcéo cujo dominio é
um conjunto de ndmeros reais e o contradominio € um subconjunto do espaco
n-dimensional V" denomina-se fungdo vectorial duma variavel real. As fungdes
vectoriais serdo representadas pelas letras maisculas, taiscomo F, G, X, Y, etc.
Todos os resultados sobre continuidade e diferenciabilidade de fungdes vectoriais
continuam validos para o0 espaco xyz, contanto que 0s vectores estejam inscritos em
termos dos seus trés componentes escalares. Por exemplo, se F é uma funcédo
vectorial do escalar t, entdo F(t)=u(t)i+v(t)j+w(t)k, onde u, v e w sdo os trés
componentes escalares, funcbes de F; para além disso F é diferenciavel se e somente
u, v e w forem diferencidaveis. Se u, v e w sdo diferenciaveis, entdo
F'(t)=u'(t)i +v'(t)j + w(t)k , e assim por diante.
Se F e G séo duas funcgdes vectoriais, entdo:
1 Se lim F(t) e !ergG(t) existem, temos que !erc\[F(t)x G(t)] existe e
limF()x G (0)] - limF() K [imG(0)]
2. Se F e G sfo continuas, também a fungio H ¢é definida por H(t) = F(t)x G(t).
3. Se F e G sdo diferenciéveis e H ¢ definida por H(t)=F(t)xG(t), entdo H é
diferenciavel e H'(t)=F'(t)x G(t)+ F(t)x G (t).

Usando a notacdo de Leibniz, podemos reescrever a equacdo da derivada do

produto vectorial como i(F xG)= daF xG+Fx a6 .
dt dt dt

Curvas e Movimento no Espago.

Se F é uma funcdo vectorial tridimensional, entdo
uma equagéo vectorial da forma R = F(t) pode ser
entendida como especificando um vector posicéo

R variavel com respeito ao parametro t. A medida

que t varia, R percorre a curva no espago:

Podemos sempre considerar R = F(t) fornecendo o vector posicdo de uma particula
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Capitulo I — FungBes Vectoriais

P em movimento em relacdo ao tempo t. Uma particula que se movimente no
espaco — particula P - de acordo com a equagdo de movimento

R =F(t)= Xi+yj+zk onde x, y e z sdo funcbes do tempo t, tem um vector

velocidade V dado por V = aR_ %i +ﬂj +%k = F’(t) e um vector aceleracdo

dt dt dt- dt

dv d°R d?x. d’y. d?z
A ,dadopor A=—= = i+ + k =F"(t).
P dt  dt> dt? dt? ] dt? ©

Raciocinando do mesmo modo como em duas dimensdes, conclui-se que o vector

velocidade V é sempre tangente ao percurso feito por P. Também o comprimento

|V| do vector velocidade fornece sempre a velocidade instantdnea v de P, isto é:

2 2 2
V= ds =|V|= dR :\/(dx) +(d_yj +($) onde s € o comprimento do arco

Tdt dt dt dt dt

medido aolongo do trajecto de P .

Exemplo — Uma particula P move-se no espaco de acordo com a equagdo de

movimento R = (4cost)i+(4sint)j+t’k . No instante em que tz% encontre 0

vector velocidade V .
Em qualquer tempo t temos V =dR/dt =(—4sint)i+(4cost)j+2tk. Logo V =
= —4sinZ li+|4cosZ |j+2Zk = —4i+ k.
2 2 2
Vector Tangente e Comprimento de Arco.
Seja R= F(t) a equacdo vectorial paramétrica de uma curva no espago. Entdo, se

dR/dt _
dR/dt|

|dR/dt| =0, um vector tangente unitario & curva é dado por T =

=dR—/dt=X. Observe que VzﬁTsz de modo que o vector velocidade é
ds/dt v dt

obtido multiplicando o vector tangente unitéario pela velocidade. Consideraremos de

agora em diante |dR/dt| #0,sendo T definido como se encontra em cima.

Prof. Alzira Dinis



Capitulo I — FungBes Vectoriais

dx )’ dy 2 (dz) .
Como — — | +|—| +|—| , o comprimento do arco da parte da
dt dt dt

curva R = F(t) entre os pontos correspondentes a t=a e t=b, respectivamente, é
b 2

NI CRCIN O

dt| 2\Yldt) Ldt) Ut

Exemplo - Seja C a curva cuja equagdo vectorial paramétrica €

dado por s = .[

a

R =/6t%i +3tj+ %t3k . Encontre o vector tangente unitario T a C quando t =1.

Aqui ‘—‘ 24t? + 9 +16t° = \/ 4t? +3 —4t2+3 entdo tem-se T=—— dR/dt _

[dR/dt|

- - 2 - -
_ 2\/€tl+23j+4'[ k Parat=1 vem T 2\/€I+3j+4k.
4t° +3 7

Vector Normal e Curvatura.

Chamaremos, a seguir, de s, o comprimento do arco medido ao longo da curva C
entre o ponto fixo inicial P, e o ponto P cujo vector posicdo € R=F(t):

Tomos que R _ R dt_dR/dt

=T.
ds  dt ds ds/dt

vector dT/ds é ainda chamado de vector

curvatura, assim como ja o era a duas

dimensBes. No espaco tridimensional ndo nos

preocupamos em dar um sinal algébrico a

) . T
curvatura k e simplesmente define-se k =|—{ com k > 0.

Como T é um vector unitdrio T-T =1. Diferenciando em relacdo a s tem-se

i(T.T)_d_T T+T- d—T_2T d—T_O isto &, T-d—T:O. Portanto, o vector

ds ds ds ds ds
curvatura dT/dsé sempre perpendicular ao vector tangenteT. Se k =0, entdo o

dT/ds  dT/ds

vector N definido N = =
|dT/ds| k

¢ consequentemente um vector unitario

Prof. Alzira Dinis



Capitulo I — FungBes Vectoriais

perpendicular ao vector tangente T . N Tal como a duas
dimens@es, chama-se a N vector C normal unitario
. N dT
principal a curva C. Observe-se T que d—=kN. Se
S
P
diferenciarmos ambos os lados da equacdo V =vT em

relagdo a t, obteremos A:d_V:ﬂTJrvd_T:ﬂTJFV%d_T ou A:ﬂ-“
dt dt dt dt dt ds dt

+V2kN ; logo, no mesmo espago tridimensional, o vector aceleragio A decompde-se

. ., adv .
numa componente vectorial tangencial ET e numa componente vectorial normal

v’kN. Fazendo o produto vectorial com V em ambos os lados da equacéo

dv

A=—
dt

T+V’kN, e usando o facto de que V =vT, obtemos V-A:%(VXT)JF

+Vv’k(VxN)= %V(TX T)+Vv?kv(TxN)=0+V°k(TxN)=v*k(TxN). Entdo tem-se

Vx A =Vvk(TxN).
Como T e N sdo vectores unitarios perpendiculares, temos que |TxN|=|T|N|=1;

logo, pela equacdo acima |V><A|=‘v3k(T>< N)|=v3k|T>< N| =v°k . Resolvendo para

|V><A|

k, obtemos k=———. Como vT =V, a equagio VxA=vk(TxN) pode ser
v

reescrita como V xA =v’k(VxN). Efectuando o produto vectorial com V,
obtém-se (Vx A)xV =v2k(V xN)xV =v?k[(V-V)N-(N-V)V] onde se faz uso da
identidade do produto vectorial triplo para expandir (V>< N)><V. Como

V-V=V|"=v? e N-V=N-(vT)=vN-T=v(0)=0, a equagdo acima pode ser

reescrita como (V x A)x V = v2k(v2N —0V)=v*kN . Assim, N = (Vx f\k)x v
v
VxA
As equagdes k :Q e N= (Vxék)x—v possibilitam-nos achar a curvatura e 0
v

vector normal unitario principal em termos do parametro original t.

Exemplo — Sendo R = (2t% + 2 + (t? — 2t )+ (t* 1), determine T e k..

Prof. Alzira Dinis



Capitulo I — FungBes Vectoriais

VZZ—T=4ti+(2t—2)j+2tk, portanto V:|V|=\/16t2+(2t—2)2+4t2:
_ofot—2te1 e A=Y _givojiok. Assim T Yo 2irlt-Divtk
at v Jet?—2t+1
ik
VxA=|4t 2t—-2 2t|=—4i+0j+8k =—4(i—2k).
4 2 2

Coordenadas Polares.

Em vez de expressar a posi¢do dos pontos por meio de coordenadas cartesianas, é por
vezes mais conveniente utilizar outro sistema de coordenadas. Estudaremos o sistema
de coordenadas polares, a conversao de coordenadas cartesianas, etc.

Escolhamos um ponto fixo O no plano, chamado polo, e um raio, uma

semi-recta orientada fixa — ou semi-eixo — com origem O denominada eixo polar:

P=(r,0) em . Um angulo na posicdo padrdo tem
/Coordenadas polares  vértice no pélo O e o eixo polar como
9 I
0 _ > seu lado inicial.
polo eixo polar Seja P um ponto genérico do plano e

seja r a distancia entre P e o pélo O, assim r = |OP|. Se P =0, entdo P pertence a
uma unica semi-recta determinada com origem O, e esta semi-recta constitui-se no
lado terminal de um &ngulo na posigdo fundamental. Este &ngulo seré notado por & e
0 par ordenado (r,¢9) por coordenadas polares do ponto P - angulos positivos séo
medidos no sentido anti-horéario. Em coordenadas polares P = (r,8).

As coordenadas polares (r,H) estabelecem a posi¢do do ponto P em relacdo a uma

grade formada por circulos concéntricos com centro em O e semi-rectas partindo de
O. O valor de r localiza P num circulo de raio r, o valor de 8 localiza P numa
semi-recta que é o lado terminal do angulo @ na posicdo fundamental, e P ¢é
determinado pela intersec¢do do circulo com a semi-recta.

Por exemplo, o ponto (r,#) em coordenadas polares e igual a (4,240°) é apresentado

na figura seguinte.

Prof. Alzira Dinis



Capitulo I — FungBes Vectoriais

Se r=0 no sistema de coordenadas

90°
1350 A 450 polares, temos que o ponto (r,6)
coincide com o po6lo O, ndo importando
qual seja o angulo @. E conveniente
180° < _ OO; eixo  admitir r negativo, convencionando que

5 polar ’ _
-3 o ponto (—r,6°) esta localizado a |r|
=4

unidades do pdlo, mas numa semi-recta
225° " 7 315° \ o . .
(4,2400) yo oposta a de #°, isto é, sobre o raio
210 0 +180°. Deste modo, teremos assim

(-r,0°)=(r,0°+180°), ou (-r,0)=(r,6+z) para 6 em radianos:

0° +180° . Ao contrario dos sistema de coordenadas
cartesianas, um ponto P tem muitas
representagdes diferentes no sistema de
coordenadas polares. Ndo temos apenas, como

vimos acima, (r,0°)=(-r,0°+180°), mas

6°+180°

temos também  (r,6°)=(-r,0°+360°)=
=(r,6°—360°), uma vez que +360° corresponde a uma volta completa em torno do
pélo. De facto, se né um inteiro qualquer, temos (r,0°)=(r,6°+360°-n), ou, em
radianos, (r,0)=(r,6+2nz). Quando se diz determine o ponto polar (r,8), ou
determine o ponto (r,H) no sistema de coordenadas polares, deve entender-se:

desenhe um diagrama mostrando o poélo, o eixo polar e 0 ponto P cujas coordenadas

polares sdo (r,0).

Exemplo — Determine 0s pontos (2, A) (4,3”4), e (2,—%) no sistema de

coordenadas polares.

Para determinar o ponto polar (2%) *.

/-_ A 72' H
constroi-se um angulo de A radianos na eixo polar

posicdo fundamental e depois localiza-se o ( 5 ﬂj (2 ﬂ)

ponto a 2 unidades no lado terminal do angulo.

Prof. Alzira Dinis



Capitulo I — FungBes Vectoriais

Os outros pontos s&o determinados do mesmo modo.
Conversdo de Coordenadas.

Por vezes pode trazer vantagens passar da representacdo cartesiana para a polar, ou
vice-versa. E importante perceber que geometricamente os pontos do plano ndo se
alteram — apenas o método pelo qual sdo representados numericamente varia. O
processo usual consiste em considerar o pélo para o sistema de coordenadas polares
coincidente com a origem do sistema de coordenadas cartesianas e 0 eixo polar ao

longo do eixo positivo x, assim o eixo positivo é a semi-recta 0 =r/2. Se

considerarmos P 0 ponto cujas coordenadas polares sao (r,H) com r>0, é

claro que as y coordenadas  cartesianas (X, )
« X, tesi
de P serdo P= ( y) Caresian®s - yadas por X =rcosé e
) (r,@) polares ) ) )
y=rsing. r Quando r =0, isto é verdadeiro,
y
enquanto, se 2] r>0, temos: cosd=x/r e
>
sing=y/r: O X X

Agora, suponhamos que um ponto P tenha coordenadas polares (r,<9) comr<0 e
desejamos encontrar as coordenadas cartesianas (X, y) de P. Visto que
(r,0)=(-r,0+7) e —r>0, segue-se pelas equagdes desenvolvidas acima
que:  x=(=r)cos(d +z)=—-r(cos@cosz —sin@sinz)=—r(-cosd)=rcosd, e
X = (~r)sin(@ + z) = —r(sin@cosz +cosPsinz) = —r(-sin@)=rsin@. Portanto as
equacbes x=rcosd e y=rsind aplicam-se a todos 0s casos possiveis para
converter coordenadas polares (r,6) de um ponto P em coordenadas cartesianas
(x,y) de P. Pelas Gltimas equagdes temos x*+y?=r?cos’@+r’sin’@ =

= rz(cosze+sin26?)= r?, ou seja, tang =Y para x#0. As equacbes acima nio
X

determinam r e @ Unica e simplesmente porque o ponto P, cujas coordenadas
cartesianas séo (x, y), tem um nimero ilimitado de diferentes representagbes no
sistema de coordenadas polares. Ao encontrar-se as coordenadas polares de P, deve

prestar-se atencdo ao quadrante ao qual P pertence, visto que isto ajudard a
determinar 6.

Prof. Alzira Dinis



Capitulo I — FungBes Vectoriais

Exemplo — Converta em coordenadas cartesianas:

a) (430,
b)  (-257/6).
a) (x,y)=(4c0s30°4sin30°) = (4 \3/2.,4. %) = (2J§,2),

by  (xy)

[— Zcos%r ,—25sin %{j = (— 2[— g}—Z . %J = (\/5,—1).

Comprimento de Arco de Uma Curva Polar em Coordenadas Polares.

Para uma curva em coordenadas cartesianas,

ds = /(dx)* +(dy)® simboliza o diferencial do
comprimento de arco. Se convertermos para

d\y%— S @y
dx

coordenadas polares, teremos dx =d(rcosd)=

>
, : . 0o
=drcos@—rsin@l@ e dy=d(rsind)=drsind+ X

+rcosadé.
Assim, tem-se (dx)* +(dy)’ = (dr)’ cos® @ — 2r cos@sin@(dr (d&)+r?sin® 6(d6) +
+(dr)? sin? @ + 2r cos @sin 6(dr )(d@) + r2 cos? @(d@)* = (dr)?(cos® 6 +sin 6)+r? x

(d6)*(sin 0+ cos? @)= (dr)* + r2(dO)?, ou seja, ds=+/(dx)? +(dy)* e assim ds =

dr 2 2
=/(dr)* +r?(do)y’ =\/{[—j +r2}(d9) >
do D) ds:‘/(ﬂj +r’de
Portanto, em coordenadas polares, d6 < \ do
"
O >

2
ds = [3—2] +r2d@. O comprimento de

eixo polar

arco da porcdo da curva polar r=f(@) entre d=a e O=p ¢ dado por

g8 [rar V2 s
s=jds=j (@j +r2d9=j\/[f’(9)]2+[f(¢9)]2d¢9, desde que a derivada f’

exista e seja continua no intervalo [, A].

Prof. Alzira Dinis



Capitulo I — FungBes Vectoriais

Coordenadas Cilindricas.

As coordenadas cilindricas assemelham-se as polares. Temos assim (r,8,z). A figura

seguinte mostra o ponto P em relacéo z _

. _ (X,y,2) cartesianas
ao sistema cartesiano e em relacdo ao P= (.6, 2) cilindricas
sistema cilindrico. Se as coordenadas
polares de Q sdo x=rcosd e o |z|

. >
y=rsingd; logo, as coordenadas 5 ‘ y
X r
cartesianas de P sdo dadas | |
P pelas equacoes
[ X =rcosé
y=rsing.
©) |I’| |Z| 7=12
0 .Q
A 5ixo polar Como o ponto Q, no

pé da perpendicular do ponto P ao plano Xy, tem um ndmero ilimitado de diferentes
representacdes no sistema polar, temos que P tem um namero ilimitado de diferentes

representagdes no sistema cilindrico. Por exemplo, se P =(r,4,z), também se tera

P=(-r,0+7,2). Para qualquer caso, se P =(x,y,z) em coordenadas cartesianas,

entdo as coordenadas cilindricas de P =(r,#,z) devem satisfazer r = +\x +y* e,

contanto que x =0, tanezl. Se x=0, entdo Hzg quando y>0, e 9:37”
X

quando y <0.

Exemplo — Ache as coordenadas cartesianas do ponto P cujas coordenadas
cilindricas sdo (5,—7;/3,3) e marque o ponto P, mostrando os dois sistemas

coordenados.

Neste caso temos X=rcosé = Pz[—,—5—,3

T 5 . T
=5c0s| —— |=—, =5sin| —— | =
( 3) 2 ) ( 3} 3

53
2

=——— € z=3. Logo o ponto P

Prof. Alzira Dinis
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Capitulo I — FungBes Vectoriais

tem coordenadas cartesianas (5/ 2 ,—5J§/ 2,3).

Comprimento de Arco em Coordenadas Cilindricas.

Uma curva no espaco pode ser expressa parametricamente dando-se as coordenadas

cilindricas (r,6,z) de um ponto P da curva em termos de um parametro t. Assim, se

r=f(t)
6 =g(t) onde f, g e h sdo fungdes continuas, entdo o ponto P = (r,8,z) percorre
z=h(t)

a curva a medida que t varia. Se f’, g’ e h’ existem e sdo continuas entdo das

equacbes x=rcosé, y=rsind e z=1z obtemos %:gcosﬁ—rsined—e e

2 2 2 2
ﬂ:£sin9+rcosed—9. Assim temos: [ﬁj =(%j +(ﬂj +($J . Assim
dt dt dt dt dt dt dt

2 2 2 2 2
(Ej =(£cos€—rsin9d—9) +(£sin9+rcos@d—9} +(£j :(ﬁj cos? 4 —
dt dt dt dt dt dt dt

2 2
—ZrKd—ecosesineﬂzsinze(d—ej +(£J sin29+2r£d—ecosesin0+r2x
dt dt dt dt dt dt

2 2 2 2 2
xrzcosz(d—ej +(d—zj =[£j (cosz<9+sin29)+r2(d—9j (c0526+sin20)+[d—zj =
dt dt dt dt dt

2 2 2
dr .( dé@ dz : :
=l +r rm + iR Temos assim que o comprimento de arco da curva

entre o ponto onde o pardmetro tem o valor t=a e o ponto onde t=b é dado por

b 2 2 2
S=J ar +r2d—9 + dz dt .
I at dat) "\t

Prof. Alzira Dinis
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