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Capitulo Il — Clculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

Capitulo 11

Até agora trabalhamos sempre com fungdes de uma Unica varidvel real, mas existem

muitas situac¢des nas quais a funcéo depende de diferentes variaveis.

Exemplo- A &rea de um rectangulo de lados x e y é dada pela formula S =xy. A
cada par de valores de x e y corresponde um valor bem determinado da superficie

S. S éassim funcédo de duas variaveis.

Exemplo — O volume V dum paralelipipedo rectdngulo, cujo comprimento das

arestas €, respectivamente, x, y, z, é dado pela formula V = xyz. Aqui V é uma

funcéo de trés variaveis x, y, z.

Exemplo — O alcance R da trajectoria dum projectil lancado a velocidade inicial v,
N . ) ) V, -Sin2
sob um angulo ¢ com o horizonte, é dado pela formula R=10"10 s g
g

desprezar a resisténcia do ar. g designa aqui a aceleragdo da gravidade. A cada par de
valores v, e ¢ corresponde um valor bem determinado de R, por outras palavras, R

é uma funcéo de duas variaveis v, e ¢.

Definicdo — Uma funcdo real f a duas variaveis reais ¢ uma relacdo que transforma
num Gnico elemento real z cada par ordenado (x,y) de nimeros reais de um certo
conjunto D, chamado de dominio da funcdo. Se a relagdo f transforma no nimero

real z o par ordenado (x,y) em D, entdo escrevemos z = f(x,y).

Na equacio z = f(x,y), z ¢é avariavel dependente e x e y variaveis independentes.
O conjunto de valores possiveis de z, que pode ser obtido aplicando a relagdo f aos
pares ordenados (X, y) em D, € denominado imagem da funcdo f .

O grafico de uma funcdo f a duas variaveis € o conjunto dos pontos (x, y,z) no

espaco cartesiano tridimensional, tal que (x, y) pertence ao dominio D de f e
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Capitulo Il — Célculo Diferencial em Fungdes Escalares e Vectoriais

z=f(x,y). O dominio D pode ser representado através de um conjunto de pontos no
plano xy e o grafico de f como uma superficie cuja projeccdo perpendicular ao

plano xy é D. z Na figura, o ponto
boz=f(xy)

indicado como ' 2 (x,y) é na verdade o
®(x, v
ponto (x,y,0); no entanto, a terceira

|
|
|
coordenada foi i omitida de propdsito.
|
|
|
|

Pode  ver-se O

|
!
!
|
y'ﬂl ~Y que quando o ponto
<l
{ em D, o ponto que

(xy) varia _
X £-—____
Ihe vai corresponder,  varia

dominio D

sobre a superficie. E o ponto

(xy.2)=(xy, f(x,y)).

Exemplo — A funcdo f cujo dominio D é o plano xy e que esta definida pela

equagdo f(x,y)=1-x—(y/2), que grafico apresenta?

O ponto (x,y,z) pertence ao grafico de f se, e somente se, z=1-x—(y/2); isto

é, 2x+2y+2z=2. z Portanto, o
grafico de f consiste num plano
que intercepta 0s eixos  nos
pontos (1,0,0), (0,2,0) e (001).

Na figura seguinte apresenta-se

uma parte deste plano, e mostra-se
as intersecgdes com os  planos

Xy, Xz e @ yz:

Embora o esboco de graficos de funcdes a duas variaveis exija maior cuidado do que

0 esbogo a uma variavel, a ideia basica é a mesma.

Definicdo — Uma funcdo real f a n variaveis é uma relagdo que transforma num
Gnico ndmero real w cada n-upla ordenada (X,,X,,Xs,...,X,) de nimeros reais de

um certo conjunto D, chamado de dominio da funcdo f . Se arelacdo f transforma
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

no namero w a n-upla ordenada (xl,xz,x3,...,xn) entdo escreve-se
W= (X, Xy, X000, X, ).
sdo variaveis

Ja sabemos que w é a variavel dependente, X;,X,,X;,...,X

n
independentes e o conjunto de todos os valores possiveis de w que pode ser obtido
aplicando a relagdo f as n-uplas ordenadas (x,,X,,Xs,...,X,) em D, é denominado
imagem da fungio f. No caso de n=2, temos w= f(x;,x,), geralmente

representado na forma z = f(x,y) como ja vimos. Se n=3 entdo w= f(x,y,z).

Exemplo — Se f esté definida por f(x, y)=3x+2y para todos os valores de x e y,
encontre a) f(L,2) eb) f(sint,cost).

a) f(12)=3x1+2x2=7,

b)  f(sint,cost)=3sint +2cost .

Se uma funcdo f a varias varidveis estd definida por uma equacéo ou uma férmula,
entdo — a ndo ser que esteja estipulado o contrario — entende-se por dominio de f o

conjunto de todas as n-uplas de varidveis independentes para as quais a equagao ou

férmula admitem resposta.

pa -1
Exemplo — Determine o dominio de f(x,y,z)= sz
X+Yy

Visto que sin™ z esta definido somente quando |z|<1, o dominio de f consiste em

todos os termos ordenados (x, Y, z) taisque x+y=0e |z| <1.

Campo Escalar.

Vimos que um funcdo f a duas variaveis independentes pode ser considerada através
do seu gréfico, que € uma superficie no espago xyz. H& um segundo modo de

representar essa funcéo: a fungdo f é considerada um campo escalar num dominio
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

bi-dimensional D . Assim, o dominio D é visualizado como um conjunto de pontos

(x,y) numacerta vy regido do plano xy e a
cada ponto (x,y) : 5 D encontra-se  associado
um escalar / correspondente  f(x, y)
pela fungdo f: Y[ :""” . O wvalor de cada
escalar  f(x,y) I . corresponde a  cada
ponto (x,y) do o x "X dominio D e estd

apresentado na figura como uma bandeira que é fincada no ponto. Como o ponto
(x,y) se move no interior da regido D, a bandeira desloca-se com ele e 0 ndmero
f(x,y) nela indicado varia. O escalar f(x,y) associado ao ponto (x,y) pode
representar, por exemplo, a temperatura em (X, y), ou a pressio atmosférica em
(x,y), a velocidade do vento em (x, y), a intensidade do campo magnético em (x, y)
e assim por diante.

Uma curva ao longo da qual o campo escalar tem valor constante é denominada curva
de nivel do campo ou da funcdo f que define o campo. A equagdo da curva de nivel
a0 longo da qual a fungéo f assume valor constante k, € f(x,y)=k. As curvas de
nivel recebem nomes especificos dependendo do tipo de campo: isotérmicas quando
sdo referentes a um campo de temperatura, linhas equipotenciais quando dizem
respeito a um campo de potencial eléctrico, etc.

Suponhamos que através de uma funcdo f se estabelece a altura f(x, y)=k de uma
certa superficie S do plano xy no ponto (x,y) - S € entdo o gréfico da fungéo f .

A interseccdo da z superficie S com o
plano horizontal ) P— — - z=k produz a
curva C, que é & constituida por todos
0s pontos da superficie que

estejam a Kk unidades acima do

plano Xy: A projeccdo

perpendicular da curva C sobre o

plano xy resulta na curva de nivel da
funcio f . Esta curva de nivel, cuja equagio no plano xy é f(x,y)=k é denominada
linha de contorno da superficie S. Se desenharmos um certo nimero de linhas de
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

contorno, cada uma identificada pelo préprio y

valor de k a ela associado, obtemos um
mapa de contorno da superficie S:
O mapa de contorno facilita-nos a visualizacdo da / Vs

superficie como se na préatica estivéssemos sobre

ela, observando as intersecgbes com planos

horizontais de alturas variadas. Se as alturas forem O
consideradas de modo a diferirem por quantidades iguais, entdo uma grande
quantidade de linhas de contorno sucessivas indica uma parte relativamente ingreme

da superficie.

Exemplo — Seja a superficie S dada por z=x*-y?+20 para x>0. Desenhe as

linhas de contorno para esta superficie correpondentes a z=0, z=10, z =20,
z=30 e z=40.

Para z=0, obtemos 0=x"-y?+20, ou y*>—x*=20, que é a equacdo de uma
hipérbole com eixo transverso vertical. y

Desde que x>0, obtemos somente as
partes desta hipérbole situadas no
primeiro e quarto quadrantes como as

linhas de contorno para z=0. Para Curvas de nivel de

=x*-y*+20
2 =10, obtemos 10=x* — y* + 20, ou ara x>0
y>—x® =10, outra hipérbole. Para
» X

z=20,aequacido & 20 = x> —y* + 20
ou x ==y, duas rectas passando pela

origem. Prosseguindo deste modo,
encontramos 0 mapa de contorno que

pretendiamos.

Limites e Continuidade.

O conceito de limite estende-se facilmente para fungdes de duas ou mais variaveis.
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

Por exemplo, afirmar que f(x,y) tende para o limite L quando (x,y) tende para
(X, Y,) significa que o namero f(x,y) pode estar tio perto do nimero L quanto se

deseja pela escolha do ponto (x, y) suficientemente préximo do ponto (x,, Y, ), desde

que (x,y)# (X, Y, ). A notago ¢ a seguinte:  lim 1 , Visto

1 1
(blon) [a_y2_y2 & 2

que 1/y/4—x? = y? se aproxima de % quando o ponto (x,y) se aproxima de (0,0).

Todas as propriedades de limites de func¢bes de uma variavel se estendem as fungdes a
varias variaveis; por exemplo, o limite da soma, diferenca, produto ou quociente é a
soma, diferenca, produto ou quociente dos limites, respectivamente, contanto que
esses limites existam e que os denominadores ndo se anulem. Entdo, desde que

lim f(x) e lim g(y) existam, lim f(x)=lim f(x) e lim g(y)= lim g(y).
X—>Xg Y—>Yo X—>Xg X—>Xg X—>Xg Y—=>Yo

Y=Yo Y—Yo

Exemplo - lim O)[e“”(‘r’xz”) + cos(3xy)] — &40 0] | cog[3x 0% 0] = &° +cos0 = 2.
X,y =0,

Ja estudamos que o lim f(x) existe se, e apenas se, os limites laterais, lim f(x)

x—a x—a*

e lim f(x), existem e sdo iguais. Tratando com limites de uma funcdo f

X—a~

a duas variaveis, isto y é, tendo-se que
(X‘yl)ig(]a‘b)f(x, y), devemos l;l / (x.y) supor que O ponto
(x,y) se aproxime do ponto N (a,b) ndo apenas pela
direita ou pela esquerda, (a,b) 1\ mas também por uma
qualquer outra direccdo: O " . Podemos ainda supor
que (x,y) se aproxime vy de (a,b) por exemplo ao
longo de uma curva: [ (x,y) . Dizer que o limite
(X‘yl)ig(]a‘b)f(x, y)=L I significa que quando (x,y)
tende para (a,b) por I: ’(a.b) qualquer direcgdo,  f(x,y)
tende para 0 mesmo Oﬁ- " limite L. Um meio

conveniente de mostrar que um determinado limite ( I)ln? b)f(X, y) ndo existe é
X,y )—>a,
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

mostrar que f(x,y) tende para dois limites diferentes quando (x, y) tende para (a,b)

por duas direccOes diferentes.

. . . (x+1)y2 sex#0
Exemplo — Seja f a fungdo definida por f(x,y)= X :

0 sex=0
a)  Calcule o limite de f(x,y) quando (x,y) tende para (0,0) ao longo da recta
y = mx.
b) Calcule o limite de f(x,y) quando (x,y) tende para (0,0) ao longo da paréabola

2

X=y°.

c O Ilim f(x,y) existe?
) (x.y)-(0,0) ( y)

< |~

a) Sobre arecta y=mx, f(x,y)= f(x,mx)=(x+ J(mx)2 para x#0 ou seja

. o 1 2 2.3 2,)_
leggf(x,mx)_lxlirg(x+;j(mx) _leirg(m x® +m?x)=0.

b) Ao longo da pardbola x=y* = f(yz,y)z(y2+i2jy2 para y =0, assim
y

lim f(y?,y)= m(w +%]y2 = lim(y* +1)=1.

y—0 y—0

c) Uma vez que os limites de a) e b) sdo diferentes, ( Iin? f(x,y) ndo existe.

x,y)—(0,0)

As definicOes e propriedades dos limites séo facilmente generalizadas para as fungdes
a trés ou mais variaveis. Por exemplo, se o valor f(x,y,z) se aproxima do valor L
tanto quanto queremos pela escolha de um ponto suficientemente proximo de

(X, Yo, Z,), mas diferente do mesmo, escrevemos entéo: lim f(x,y,z)=L

X,Y,2)->(X0, Y020

ou lim f(xy,z)=L.
X—Xo
Yy=>Yo
752,

Definicdo — Seja f uma fung&o a duas variaveis e seja o0 ponto (xo, Y,) Nno plano xy.

Suponhamos que existe um disco circular e com raio positivo, de modo que qualquer
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

ponto do interior do circulo, excepto possivelmente o centro (xo,yo) pertenca ao
dominio de f. Diz-se entio que o limite quando (x,y) tende para (x,,Yy,) € 0

ndmero L, e escrevese - lim f(x,y)=L ou lim f(x,y)=L desde que, para
X,¥Y)=> X0, Yo X—>Xp
Y—=>Yo

cada nimero positivo ¢, exista um nimero positivo § tal que |f(x, y)— L| <& para
qualquer (x,y)=(x,,Y,) e a distancia entre (x,y) e (X,,Y,) seja menor que 5. De
outro modo: para cada &>0, existe §>0 tal que 0<(x—x,) +(y—Y,) <&?

implica | f(x,y)-L|<e.

Exemplo — Mostre que Iinl1 f (3x + 2y) =7 por aplicacdo directa da defini¢éo anterior.

y—>2

Seja ¢ >0 dado. Precisamos encontrar 6 >0 tal que |3x+2y—7|<g sempre que
0<(x-1)*+(y-2)" <&”. Ento [3x+2y—7|=[3x—3+2y—4|<[3x -3 +[2y —4|<

<PB(x-1)+|2(y-2)<3x-1+2y-2; dai, se Ix-1<¢/2 e Jy—2/<&/2, entdo

|3x+2y—7|s3|x—]4+2|y—2|<§+§=g. A condicdo 3|x—]j<§ é equivalente a

2 2
9(x-1)° < ET oua (x-1) < ;_6 enquanto a condigéo 2|y —2| <§ é equivalente a

2 2 2 2
&

4(y—2)2<gT ou a (y_2)2<i_6' Portanto, se (x—1)2<% e (y—2)2<E,

teremos [3x+2y 7| < &. Assim ,escolhemos & = £/6 e note-se que se 0 < (x—1)° +

2

+(y-2)° <52 =¢%/36, entio (x-1) <(x-1)° +(y-2) <§_6 e também

2 2
(y-2)* <(x-1 +(y-2)° <% < i—G; portanto, (x-1)° <&?/36 e também

(y-2)* <£?/16, ou seja 3x+2y - 7| < ¢.
Continuidade.
A definicdo de continuidade para funcGes a uma variavel pode generalizar-se
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

facilmente para funcGes a vérias variaveis.

Definicdo — Supondo que f seja uma funcdo a duas varidveis e que o ponto (xo, yo)
seja 0 centro de um disco circular de raio positivo contido no dominio de f, dizemos

que f € continuaem (x,,y,) se:

I) (x,y)I_IJ(Txloyyo) f(X, y) existe;
2 (x,y)lil&]o,yo) f(x’ y): f(xo:yo)-

Exemplo — Verifique se f(x,y)=3x +2xy é continua no ponto (-1,3).

Das propriedades dos limites,  lim (3% +2xy)=3x(~1) +2x(~1)x3=-3=

(xy)>(-13)

= f(~13), logo f € continuaem (-13).

Seja D um conjunto de pontos no plano xy. Um ponto (xo,yo) sera denominado
ponto interior a D se existir um disco circular de raio positivo e centro, em (xo, yo),

contido em D: Por outro lado, um

denominado ponto

ponto (a,b) sera

fronteira de D =~ (a,b) ,umponto S& qualquer  disco

circular de raio fronteira de D positivo com  centro

(a,b) contiver, (%0:¥o) pelo menos, um ponto
um ponto
pertencente a D interior de D e pelo menos um né&o

pertencente. N&o se exige que um ponto fronteira (a,b) pertenga ao conjunto D. Um

conjunto é aberto se ele ndo contém nenhum dos seus proprios pontos fronteira, sendo
fechado se os contém todos. A definicdo que vimos aplica-se apenas a continuidade
de uma fungdo num ponto interior do seu dominio. Para definir a continuidade num
ponto fronteira é necessaria outra definicdo. E claro que uma fungéo é continua se o
for para qualquer ponto do seu dominio. Para demonstrar que um conjunto D de
pontos num plano é aberto, é necessario mostrar que qualquer ponto em D é ponto
interior.
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

As funcbes a duas varidveis tém muitas propriedades, relacionadas com a

continuidade, analogas as das fun¢des de uma sé variavel.
Propriedades da Continuidade para Fungdes a Duas Variaveis.

Suponha-se que (xo, yo) seja um ponto interior aos dominios das fungdes f e g a
duas variaveis e suponhamos ainda que f e g sdo continuas em (x,,y,). Temos
assim:

1. h(xy)=f(x,y)+g(xy) écontinuaem (x,,Y,)

2. ki(x,y)=f(x,y)-g(x,y) é continuaem (x,,Y,)

3. p(x,y)=f(xy) g(x,y) é continuaem (x,,y,)

flxy)
g(x.y)

S. Se w é uma fungdo a uma variavel que é continua e esta definida no ponto

4. Se g(x,,Y,)#0,entdo q(x,y)= é continua em (x,, Y, )

f(x,,Y,) € se (x,,Y,) € ponto interior ao dominio de v(x,y)=w[f(x,y)],
entdo v é continua em (x,,Y,)-

As definicOes e propriedades das fung¢bes continuas sdo facilmente generalizadas para
fungdes a trés ou mais variaveis. Naturalmente, toda a funcdo polinomial a varias

variaveis é continua.
Derivadas Parciais.

As técnicas, regras e férmulas ja aprendidas para diferenciar fungGes a uma variavel
podem generalizar-se para fungfes a duas ou mais variaveis, considerando uma das

variaveis constante e diferenciando as outras em relacéo a variavel remanescente.

Exemplo — Consideremos a fungio f a duas varidveis dada por f(x,y)=
= x% +3xy—4*. Consideremos, temporariamente, a segunda variavel y como

constante e vamos diferenciar em relacdo a primeira variavel x. Sendo que y é
d d d d

constante, tem-se, —(3xy)=3y—(x)=3y e —|(-4y?)=0; portanto, — f(x,y)=
L (3xy)=3y(x)=3y e _(~4y*)=0:p ()
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

_d ey 4 4 (Cay2)e _ i i
_dx(x )+ d)((3xy)+dx( 4y )_2x+3y+0_2x+3y. A fim de enfatizar que

apenas x pode variar, ou seja, que y deve ser mantido constante quando a derivada é
calculada, é usual substituir-se o simbolo d/dx por &/ox. Portanto teremos

aif(x, y):ai(x2+3xy—4y2):2x+3y. A derivada calculada em relacdo a x
X X

enquanto y € mantido temporariamente constante é denominada derivada parcial em
relacdo a x, e 9/0x é chamado de operador derivada parcial em relagdo a x. Do
mesmo modo, se desejarmos manter a variavel x fixa e diferenciarmos em relacdo a
y, usamos o simbolo &/dy. Temos assim para a fungdo f definida por f(x, y)=

= x* +3xy —4y*: % f(x,y):a%(x2 +3xy—4y2):%(x2)+%(3xy)+%(—4y2):

=0+3x—-8y=3x-8y.

Definigdo — Se f é uma fungdo a duas variéveis e (x,y) é um ponto no dominio de

of(xy) , of(xy)
OX

f, entdo as derivadas parciais de f em (x, y) em relacéo a
ot (x,y) _ o fx+axy)— f(x,y)

primeira e a segunda variavel sdo definidas por
OX Ax—0 AX

ot (xy) _ o Fy+ay)-f(xy)
@y Ay—0 Ay

para encontrar as derivadas parciais chama-se diferenciagdo parcial. Convém existir

e desde que os limites existam. O procedimento

uma notacao para derivadas parciais semelhante a notacéo f '(x) para funcGes de uma

variavel. Entdo, se z = f(x,y), escreve-se f,(x,y) ou f (x,y) em vez de 6z/ox ou
0 . . « i

a—f(x, y) para a derivada parcial de f em relagio a x. O indice 1 — e
X

respectivamente o indice x - refere-se a diferenciacdo parcial em relacdo a primeira

variavel — ou, em relacdo a x. A notacdo do operador Df para derivadas ordinarias

pode ser adaptada para derivadas parciais, e teremos %zai f(xy)=f,(xy)=
X OX

= f (x,y)=D,f(x,y)=D, f(x,y). Analogamente, para a derivada parcial em relagio

a y teremos: %:% f(xy)=f,(x,y)=f,(x,y)=D,f(x,y)=D, f(xy).
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

Definicdo — Seja f uma fungdo a n variaveis e suponha que (xl,xz,...,xk, X )

s Ap

pertence ao dominio de f.Se 1<k <n, entdo a derivada parcial de f em relacdo a

k -ésima varidvel x, é notada por f, e definida por f, = (X, X,,..., X ,..., X, )=

ceer Ap

_lim f (X)) Xgsee s Xy + Aoy X, )= T (X X oo X ee e X, )

desde que o limite
Ax—0 AXk

exista.

Se W= f(X,X,,...,X,..., X, ), entdo usamos também as seguintes notagSes para a

ow

derivada parcial de f em relacdo a k-ésima varidvel x,: P
Xk

=% F(Xe Xgrees X reeer X ) = X (XL Xy Xy oo X ) = Dy F(XG Xy Xy X, ) =
k

= Dx, f(X,,X;,..., X,,...,X,). Utiliza-se o termo derivada parcial quando nos

e Xp
referimos & fungdo f, e ao valor f,(X,,X,,...,X,,...,X,) desta fungdo. No caso de
n =3, as variaveis x;, X, e X, da Ultima definicdo sdo substituidas por x, y e z,

repectivamente, e temos, f,(x,y,z)=f (x,y,z)= lim o axy,z)= fx, y,z),

Ax—0 AX
. fix, y+Ay, z)- f(x,y,
f,(x,y,2)=f,(x, y,z):A|;TO (x,y+ yAZJ (x,y Z), fo(x,y,z)=f,(x,y,z)=
_lim f(x,y,z+Az)- f(x, y,z).
Az—0 AZ

Técnicas para o Célculo das Derivadas Parciais.
As derivadas parciais podem ser calculadas pelo uso das mesmas técnicas que eram
validas para fungdes ordindrias, excepto que todas as varidveis independentes, que

ndo aquela em relagdo a qual efectuamos a derivacdo parcial, sdo tomadas

temporariamente como constantes.
Exemplo — Encontre f,(1,2) e f (12) se f(x,y)=2x’y* +2y+4x.
Tratando y como constante e diferenciando em relagio a x, temos f (x,y)=
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=6x°y? +4. Tratando x como constante e diferenciando em relagdo a y, temos

f,(x,)=4x’y+2. Substituindo x=1 e y=2 nestas formulas de derivacio parcial

temos entdo: f,(12)=6(1)°(2)° +4=28, f,(12)=4(1)°(2)+2=10.
Exemplo — Encontre z/0x e 6z/dy se z = x*sin(xy®).

% = %[x“ sin(xyS)]z x* %[sin(xyS)]Jrsin(xyS)- %(x“)z x* cos(xys)- y’? +sin(xy3)><

x4x® =x'y? cos(xy3)+ 4x° sin(xyS). % = %[x“ sin(xy3)]= x* %[sin(xy3)]+
+sin(xy3)-%(x“)= x* cos(xy* ) 3xy? +sin(xy® )- 0 = 3x®y? cos(xy? ).

Existem muitas versdes da regra da cadeia aplicadas as derivadas parciais, a mais
simples de todas é virtualmente uma transcrigdo da regra da cadeia para fungdes a
mais de uma varidvel — suponhamos duas. Se w= f(v) e v=g(x,y), ou seja
w = f[g(x,y)], mantendo y constante e utilizando a regra da cadeia conhecida temos

;—a\:(vz fTg(x, y)lg,(x, )= f'(v)%; isto &, ;_3\)/2/ ?VNgZ desde que as derivadas

ow/ov e oOv/ox existam. Analogamente, mantendo-se x constante temos

f()%; isto 6 W _ WV gocde que as derivadas

%:f’[g(x,y)] 9,(xy)= oy ovoy

ow/ov e ov/oy existam.

Exemplo — Se z =x’y, x=t?, y=t°, use a regra da cadeia para encontrar dz/dt, e

verifique o resultado expressando z como fungéo de t e diferenciando directamente.

dz _g% ozdy 2\
Pela regra da cadeia dt oxdt oy dt = (2xy)(2t) ( )(3t ) (2t5)(2t)+(t4X3t )_

=T7t°. Alternativamente, podemos expressar z directamente como funcdo de t,

2 2 2 3 7 - - - dz 6 7 -
Z=X yz(t ) (t )=t e depois diferenciar para obter E:n , mas este Gltimo
processo nem sempre € conveniente.
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Exemplo — Encontre ow/ox e ow/dy para w=e"" .

@:ex/y i(lj:ex/y[lJ: eX/y . @_ex/y i(ij_ex/)’(_lj—_xevy
X ox\y y) y oy oyly y? y?

Interpretacdo Geométrica das Derivadas Parciais.

Suponhamos que f seja uma funcdo a duas variaveis e que f tenha derivadas

parciais f, e f,. O grafico de f ¢é wuma superficie com equagdo

z=f(x,y): , . Seja 7, = f(Xy, o),
tal que o P =(X Yo 2,) ponto P =(Xy,Y0.2)
seja um _ ponto desta superficie.
O plano 7= f(X’ y) y =Y, € 0 que intercepta
a superficie | .y na seccdo APB, enquanto
que o plano F /2 3 X=X, a intercepta
na seccdo /,,,/Q :;','-."’"'B (;Cta tangente CPD . Quando um ponto
se move a0 X reéta tangente a CPD longo da curva APB,
as suas a APB coordenadas x e z

variam de acordo com a equagdo z = f(x, yo) enquanto a sua coordenada vy
permanece constante com y =y, . A inclinacdo da recta tangente a APB num ponto

qualquer é a taxa de variacdo da coordenada z em relacdo a coordenada x; a

inclinagio é dada por dz/ox = f,(X,,Y,). Em particular, f,(x,,y,) representa o

coeficiente da recta tangente a CPD no ponto P. Pela figura temos assim:

tana:fl(xo,yo):fx(xo,yo):% calculado em (x,,y,) e tan 8= f,(x,,y,)=

= fy(Xo:yO)=%; calculado em (x,,Y,).

Diferencial Total.

Suponha que f seja uma fungdo a duas variaveis e seja z= f(x,y). Se x e y
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sofrem pequenas variacbes Ax e Ay, respectivamente, entdo z varia de uma
quantidade de Az, dada por Az = f(x+Ax,y+Ay)— f(x,y). Considerando que f
seja diferenciavel em (x,y), sabemos que o erro resultante da aproximagdo linear
f(x+Ax y+Ay)=~ f(x,y)+ f,(x,y)Ax+ f,(x,y)Ay serd pequeno, e segue-se que
podemos aproximar Az como Az~ f,(x,y)Ax+ f,(x,y)Ay. Usando a notagio
alternativa 6z/0x e 0z/dy para as derivadas parciais f,(x,y) e f,(x,y) podemos

escrever a aproximagdo como Az z%Ax+%Ay. A variagdo Ax e Ay das duas
X

varidveis x e y sdo as vezes chamadas de diferenciais destas variaveis e escritas
como dx e dy, respectivamente. Desse modo, se dx e dy sdo pequenos, entdo a
variacdo Az do valor de z causada pela alteracdo de x para x+dx e de y+dy é
aproximada por Az ~ %dx +%dy . Fazendo a analogia com fun¢des a uma variavel,

define-se o diferencial total dz da variavel dependente z por dz =%dx+%dy.
X

Portanto, se dx e dy sdo pequenos, entdo Az~dz. Uma vez que z= f(x, y),

escrevemos também dz como df , ou seja df = f,(x, y)dx + f,(x, y)dy.
Exemplo — Se f(x,y)=3x%y? —2xy® + xy —1, encontre o diferencial total df .

Aqui, f(x,y)=9x’y* -2y’ +y e f,(x,y)=6x’y—6xy’+x, e assim df =

= (9x2y2 -2y%+ y)dx + (6x3y —6xy? + x)dy.
Diferenciacao Implicita.

O procedimento da diferenciacdo implicita, j& conhecido, pode ser generalizado pelo

uso de derivadas parciais. Dada uma equacdo na qual figurem as variaveis x e vy,
podemos transpor os termos para a esquerda do sinal de igualdade e a equacgdo toma a
forma f(x,y)=0, onde f é uma funcio a duas varidveis. Esta equacio define y
implicitamente como uma fungdo g de x se f(x,g(x))=0 € valida para todo o valor

de x no dominio de g. Considerando que f e g sejam diferenciaveis, entéo
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podemos diferenciar ambos os lados da equagéo f(X,g(X))=O em relacdo a x e

dx d d
obter  f,(x, g(x))&+ fz(x,g(x))& g(x)=0 ou f(x,y)+ f,(x y)d—i =0, onde

y=9(x). Se f,(x,y)#0, podemos resolver a ultima equagdo em (;_y obtendo
X

portanto dy - fl(X, Y) .
dx

Exemplo — Suponha que y seja uma funcdo implicita de x dada por

x*y? +3xy? +5x* = 2y + 7. Encontre o valor de % quando x=1¢e y=1.
X

Transpomos os termos da esquerda e colocamos a equagao na forma f(x, y) =0, onde
f(x,y)=xy2 +3xy? +5x* =2y -7.  Aqui, f,(x,y)=3x"y? +3y* +20x> e

dy  filxy)  3x’y® +3y® +20%°

£(xy)=2x%y +6xy—2, im, _ _
2 (x,y)=2xy +6xy © am gy f,(x,y) 2x%y +6xy — 2

Portanto, quando x=1e y =1, QZ_M:_E_
dx 2+6-2 3

Em geral, dada uma equacéo na forma f(x, Y, z) =0 onde figurem trés variaveis, ela
pode ser resolvida para uma das varidveis, por exemplo y, em termos das outras duas
varidveis x e z. Esta solucdo tem a forma y =g(x,z), entdo f(x,g(x,z),z)=0 ¢é
valida para todos os pontos (x,z) no dominio da fun¢do g. Dizemos também que a
equacéo f(x, Y, z)= 0 define y implicitamente como uma fungdo g de x e z.
Assumindo que as funcbes f e g sejam diferencidveis, podemos tomar as derivadas

parciais em relacdo a x e também em relacdo a z em ambos os lados da

equagdo f(x,y,z)=0 para obter fl(x,y,z)%+ f,(x, y,Z)%-‘r f4(x, y,z)% =0 e

%y

fl(x,y,z)%+fz(x,y,z)g+f3(x,y,z)%=0. Visto que x e z sdo variaveis

independentes, temos 0z/ox =0, ox/6z =0, ox/ox =1 e 6z/6z =1. Portanto podemos
oy

representar a equacdao anterior sob a forma fz(x,y,z)a—:—fl(x,y,z) e
X
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f,(x, y,z)%:—fs(x,y,z). Entdo, se f,(x,y,z)=0, podemos resolver oy/ox e

dy/éz , obtendo oy __filxy?) o _ flxyz)
, x  f(xy.z) a f(xy.2)

Derivadas Direccionais e Gradiente no Plano.

Consideremos um campo escalar no plano xy descrito por uma funcdo diferenciavel a

duas varidveis. Desse modo, se z = f(x,y), entdo
A _
) y z=f(x,y)

z é o valor do campo escalar no ponto P =(x,y).
Seja L uma recta no plano L XY Quando P se move ao
—»
longo de L, z pode variar e faz sentido perguntar pela
taxa de variagdo dz/ds de P=(xy) z em relacdo a distancia s

O X

medida ao longo de L: . De modo a encontrarmos

dz/ds, introduz-se um vector unitrio u=ai+bj paralelo a L na direccdo do

movimento de P ao longo de L: R . Se P=(x,y)

esta a s unidades de um ponto  fixado

P,=(%,Yy,) em L, entio P,P =su; isto é

L

(x=xo)i +(y — )i = asi +bsj. A u=ai+bj lgualando  os
termos tem-se X-—X,=as e Ro=(% %) —bs: i
- — X = y—Y, =bs; isto
o r
€, X=X,+as e y=Yy,+bs. Portanto tem-se,
%z ae ﬂz b, seguindo-se a regra da cadeia E=Q%+gﬂ =Qa+gb. A
ds ds ds oxds oyds ox oy

derivada dz/ds, que é a taxa de variagdo do campo escalar z em relagéo a distancia

medida na direccdo do vector unitario u, é denominada derivada direccional de

z - ou derivada direccional da fungdo f - na direccdo de u e é escrita como

D,z - ou D,f. Temos assim: Duz=%a+%b ou D,f(xy)=f,(x,yJa+
X

+ f,(x, y)b, onde u=ai+bj. Em particular, se u é o vector unitario que faz um

angulo @ com o eixo positivo de x, entdo u=(cos@)i+(sind)j e D,z= ?cos@ +
X
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+Zsino ou D, f(x,y)= f,(x,y)cos8 + f,(x,y)siné.

Exemplo — Encontre a derivada direccional de f(x,y)=3x’y no ponto (1,2) na

direccgdo do vector a = 3i +4j.

As derivadas parciais de f sdo f,(x,y)=6xy, f (x,y)=3x", portanto f,(L2)=12,
f,(L2)=3. Assim, a derivada direccional em (L2) é D,f(12)=f,(L2)u, +

+ fy(l,2)u2 =12u, +3u, onde u, e u, sdo componentes do vector unitario na

direccdo da diferenciacdo. Entdo, se a=3i+4j, u =E=L(3i +4j)=gi +%j =

el 25

3 4

=u,i+u,j.Logo, D, f(1,2)= 12&) + B(EJ _48

-

As derivadas direccionais de z nas direc¢des dos eixos positivos de X e y sdo as
derivadas parciais e z em relagdo a x e y respectivamente. A derivada direccional

D,z pode ser expressa no forma de produto escalar: D,z =ga+gb=ag+
OX oy OX

0z . .0z, Oz. 0z. O0I. 0z. 07. .
+b—=(a|+bj —i+—j|=u-|—i+—j|. O vector —i+—j cujos
oy ox oy ox oy ox oy
componentes escalares sdo as derivadas parciais de z com respeito a x e y é
denominado gradiente do campo escalar z - ou da funcdo f e é escrito como

Vz - ou como Vf. O simbolo V, um delta grego invertido, é chamado de nabla.
. 0z. 07. . .
Tem-se assim: Vz =i +51 ou Vf(x,y)= f,(x y)i+ f,(x,y)j e podemos escrever
X

a derivada direccional como D,z=u-Vz ou D,f(x,y)=u-Vf(x,y). Assim, e

traduzindo por palavras, a derivada direccional de um campo escalar numa dada

direccdo € o produto escalar desta direccéo pelo gradiente do campo escalar.

Exemplo — Se z = 4x* —5xy?, encontre a) Vz, b) o valor de Vz no ponto (2,—3) e

c) a derivada direccional D,z no ponto (2,-3) e na direccdo do vector unitario
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u= (cos%)i +(sin %)j :

a) V= %i +%j = (8x—5y2)i +(-10xy)j,

b)  Noponto (2-3), Vz = [8(2)—5(- 3)°  + [-10(2)(- 3)]j = —29i + 60j,

) No ponto (2-3), D,z=u-Vz= Kcos%)i + [sin %)]} -(~29i + 60j) =

= —20cos = +60sin = = (- 29)(3j+(6o V3)_60y3-29

Se fixarmos um ponto (xo,yo) no plano xy, entdo a derivada direccional
D, f(X,,Y,)=Uu-Vf(x,,Y,) depende apenas da escolha do vector unitario u, visto

que o vector gradiente Vf(x,,y,) esta fixado. Se « € o angulo entre u e Vf(x,,y,):

y A , entdo pela definicdo de produto escalar,
Vi(x,,y,) YV (X0, ¥o) = |u[-[VF (X, Yo JcOser. Uma vez que

a lu=1, entdo D, (X, Y,)=|VF(X,,Y,)cO5c.

(Xe, Yo) ) Quando variamos 0 &ngulo « na ultima formula,

o) ; obtemos o valor da derivada direccional em vérias

direcges no ponto (x,,y,). Tomando a:%, temos cosa =0, ou seja

Duf(Xo,yO):O.

Entdo podemos dizer que:

i) A derivada direccional é nula quando tomamos a direc¢do perpendicular ao
gradiente.

Desde que cosa assume 0 seu valor maximo, ou seja 1, quando « =0, podemos

dizer que:

i) A derivada direccional assume o seu valor maximo quando tomamos a
direccdo do gradiente e esse valor maximo é |Vf (xo, y0)|. Por outras palavras,
o gradiente de um campo escalar, calculado num ponto P, é um vector cuja

direcgdo indica a direc¢do na qual o campo escalar aumenta mais rapidamente,

enquanto o modulo do vector gradiente € numericamente igual a taxa
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instantnea de aumento do campo por unidade de distancia nesta direcgdo

quando no ponto P .
Vectores Normais e Curvas de Nivel no Plano.

Consideremos um campo escalar no plano dado por z = f(x, y), onde f é uma

funcéo diferencidvel. A curva no plano ao longo da qual z tem valor constante, por

exemplo k , tem a equagdo f(x, y)= k e tem um vector unitério Tz%n%j,onde
S S
s € o comprimento y A do arco, medido ao
longo da curva: f(x,y)=k vector - piferenciando ambos 0s
' normal

lados da equagdo f(x,y)=k em relagdo

a s pela utilizacdo da regra da cadeia,
T dx dy

obtém-se a equagdo [ > f(xy)—+ f,(xy)2 =0,
quagio O xRyl f00y)

isto é, (Vf )-T =0. O vector gradiente num ponto P de um campo escalar é normal a
curva de nivel do campo que passa por P, se houver tal curva de nivel em P. Uma

vez que Vf(xX,,Y,)= f,(Xe, Yo )i+ f,(X,, Y, )i € normal & recta tangente a curva de

nivel do campo escalar z = f(x,y) no ponto (x,,Y,), @ equagio da recta tangente é

fl(X07yO)(X_XO)+ fz(xo’ yo)(y_ y0)=0.

Exemplo — Encontre um vector normal e a equagdo da recta tangente a curva

2x* —4xy® +y® =1 no ponto (2,1).

A curva pode ser considerada como a curva de nivel f(x, y)=1 do campo escalar
z=1f(x,y) onde f(x,y)=2x*-4xy®+y®. Nesse caso, f,(x,y)=4x—-4y?,
f,(x,y)=-12xy*> +5y* e o gradiente de f no ponto (2,1) é dado por Vf(21)=
= f,(21)i + f,(21)j = 4i —19j. Logo, 4i—19j € normal & curva em (2,1). Também, a
equagdo da recta tangente a curva em (21) é 4(x—2)-19(y-1)=0 ou
4x-19y +11=0.
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Derivada Direccional e Gradiente no Espago.

Tal como uma func¢do a duas variaveis pode ser considerada como um campo escalar

no plano, uma funcdo f a trés variaveis pode ser descrita como um campo escalar no

espaco  Xyz, , w= f(x,y,z) isto é podemos pensar em f
relacionando-a com o escalar w, dado por
w=f(xy,2) para cada ponto (x,y,z) do
seu dominio: (x,y,2) . Como exemplo temos os
O 1 Y >
campos de y  temperatura, pressdo, volume,
densidade, potencial eléctrico, etc. Tudo
0 que vimos X para campos escalares no plano

Xy estende-se naturalmente para campos escalares no espaco xyz. Por exemplo, se
w=f(x,y,z), onde f é uma funcéo diferencial, definimos o gradiente de w - ou

de f - por VW=;ﬂi+@j+;ﬂk ou Vi(xy,z)=f,(xyz)i+ f,(xy,2)j+
X z

oy

+ f3(x, Y, z)k . Se u é um vector unitério no espaco xyz, é facil mostrar que a taxa de
varia¢do do campo escalar w em relacéo a distancia medida na direc¢do de u é dada
pela derivada direccional D,w=u-Vw ou D, f(x,y,z)=u-Vf(x,y,z).

Tal como para campos escalares no plano xy, o gradiente de um campo escalar no
espaco xyz indica a direcgdo para a qual a derivada direccional atinge o seu maximo

e 0 seu madulo é numericamente igual a essa derivada maxima.

Exemplo — Encontre a derivada direccional de f(x,y,z)=x’y—yz®+z no ponto

P= (1,—2,0) na direcgdo do vector a=2i+j—2k.
f,(x,y,z)=2xy, f,(xy,2)=x*-2% f,(xy,2)=-3yz’ +1. Entdo, Vf(x,y,z)=
= 2xyi+ (X - 22 )i+ (-3yz? +1k,  VF(L,-2,0)=—4i+j+k. u=Z=7

x(2i+j-2k)= % + %j —%k . Portanto, D,f(1,-2,0)=Vf(1,-2,0)-u=(- 4)@} +

ol

Prof. Alzira Dinis

33



Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

Derivada Total.

Se a fungio z = f(x,y,u,v) é tal que as variaveis y,u,v, dependem por sua vez da

Gnica variavel x: y=f(x); u=g(x); v=w(x), ela é em suma, fungdo duma s6

. x . dz .
varidvel x; pode-se entdo, propor calcular a derivada i Esta derivada pode ser
X

. ) Oz _dzox ot 8y oz ou oz ov
calculada segundo a primeira das formulas: — —t— —t——,
dx  ox ox oy OX 8u OX 0OV OX

mas como y,u,v ndo dependem sendo de uma s variavel x, as derivadas parciais

x . - s dz
correspondentes sdo, de facto, derivadas ordinérias; além disso, Z— =1, logo, FVin
X X

_a 82 dy gd_u @ﬂ E a formula da derivada total g— - por oposi¢édo a
X

X 6ydx éudx ov dx

derivada parcial @.
OX

Exemplo - z = x* + \/V y =sin x. Calcule a derivada total.

oz oz 1 dy . Uz oz az dy 1
— =2X, — =, — =COSX; — = =2X+——=C0SX = 2X +
ox oy 2\/§ dx dx  ox 8y dx Z\N
+ L COS X
24/sin X '

Superficies de Nivel, Rectas normais e Planos Tangentes.

Seja f uma funcdo diferenciavel a trés variaves. Se k é uma constante pertence a
imagem de f, entdo o gréfico no espaco xyz da equacdo f(x,y,z)= k €
denominado uma superficie de nivel para f - ou para o campo escalar
w = f(x,y,z) determinado por f. Suponha-se que (X,,Y,,Z,) € um ponto sobre a
superficie de nivel, ou seja, f(x,,Y,.z,)=k, e considere-se que Vf(X,,Y,,2,)#0.
Definimos entdo a recta normal a superficie de nivel, no ponto (x,,Y,,Z,), como

sendo a recta contendo o ponto (x,,Y,.Z,) € paralela ao vector - ja
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conhecido - gradiente Vf (X, Y,,2,): z
Assim, na forma escalar simétrica, a Tf(x, Y Z):k recta normal
equacdo da recta normal & superficie ‘ iv f(Xyr Vo1 Zo)

de nivel f(x,y,z)=k no ponto

(xg.¥g, 39_‘!_

(X y 7 ) é X—XO _ O _"'y
el fl(XO’yO’ZO)

— y_yO — Z_ZO ] o)
fz(xov)’o’Zo) fs(xo'yOaZo) X

plano contendo o ponto (xo,yo,zo) e que é também perpendicular ao

vector gradiente z V(X Vo1 Zo)
é denominado plano 4“ recta normal tangente a
superficie de nivel f(xy, pla/no tangente  f(x y z)=k
no ponto (X,, Yy, 2, ): ‘ | Na forma
escalar, a equacao ol iy do plano
tangente a superficie de equagdo

f(xy,z)=k em (X0, Yo.2,) €

dada pela expressdo que se segue:

X
fl(XO'yO’ZO)(X_X0)+ fZ(XO'yosz)(y_yO)+ f3(X01yo’Zo)(Z_Zo):O-
Agora, seja C uma curva sobre a superficie f(x,y,z)=k, ou seja, as coordenadas X,
y e z de qualquer ponto P=(x,y,z) de C satisfazem a equacéo f(x,y,z):k: :
7 recta normal Usando a regra da cadeia,
/ diferenciamos ambos os lados da
f(x,y,z)=k _
Vi dltima equacdo em relagdo ao

comprimento de arco s medido ao

0 c longo de C para obter
of dx of dy of dz
——t——+——=
oxds oyds ozds

0; isto &,

vf-T=0, onde T:%i+d—yj+
ds ds

dz . . L.
+d—k. Portanto, o vector unitario tangente T a curva C sobre a superficie
S

f(x, Y, z)= k € perpendicular ao vector gradiente Vf . O plano tangente a superficie
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Capitulo 1l — Célculo Diferencial em Funcdes Escalares e Vectoriais

f(x,y,z)=k no ponto P contém o vector tangente a P para toda a curva sobre a

superficie que passa por P .

Exemplo — O grafico de g(x,y)=3x"y-7x’y—x*+y+1 no ponto (1,2,-6).
Encontre as equacges a) do plano tangente e b) da recta normal para a superficie dada
no ponto indicado.

9,(x,y)=12x*y —21x’y -2x e g,(x,y)=3x* -7x*+1, dai, g,(L2)=-20 e

9,(1.2)=-3

a) O plano tangente tem equacio z=g(12)+9,(L2)x-1)+g,[L2)y-2)=
=—6-20(x-1)—3(y—2) ou z=20—-20x—3y.

b) A recta normal tem equacéo x-1 _ y-2 _z-92) ou X=t_y=2_
0,02) g,02) -1 ~20 -3

_7+6

-1
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