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Capitulo 1V — Integrais Mdltiplos

Capitulo IV

A nocdo de um integral definido pode ser extendida a fungdes de duas ou mais
variaveis. Lembremos que o integral é a funcdo inversa da derivada, isto €, o integral

de uma funcdo é uma outra funcdo, cuja derivada é igual a funcdo a integrar:
jf(x)dx= F(x)+C e F'(x)= f(x). C vem por acréscimo, ou seja, a derivada de

uma constante é zero, logo pelo facto de adicionarmos uma constante C a F(x),

f(x) (: (F(x)+ C),) n&o ¢é alterada.

Defini¢cdo de Um Integral Duplo.

b
Recordemos que o integral definido da funcdo de uma variavel J' f(x)dx =

a

n—+w

n
= lim Z f(x: )Axk resultou do problema do calculo de areas sob curvas. Os integrais
k=1

de fungdes de duas variaveis resultam de um problema de volume, que pode ser

colocado do seguinte modo:

Problema — Encontre o volume de um sélido consistindo em todos os pontos que se

encontram entre uma regido R: z no plano xy e
& z=1(xy)
uma superficie z= f(x, onde f é
p ( y)’ | R
I
continua em R e f(x,y)>0 I \ A{ para todo o (X, y)
| P
R I
em R. Vamos assumir por e ol Ly agora que toda a
regido R pode ser encerrada g num rectangulo
4
adequadamente  grande 0 o % suficiente  com
lados paralelos aos eixos : coordenados, o0

que assegura que R ndo se estende infinitamente em qualquer direc¢do. O processo
para encontrar o volume V do solido da figura é similar ao processo de limitagdo
usado para encontrar areas, excepto que agora os elementos de aproximagdo serdo
paralelipipedos rectangulares em vez de rectangulos. Deve proceder-se de acordo com
0S seguintes pontos:
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Capitulo 1V — Integrais Mdltiplos

| Usando linhas paralelas aos eixos coordenados, divide-se o rectangulo que encerra
a regido R em subrectédngulos, e exclui-se desta consideracdo todos aqueles

subrectangulos que contém quaisquer /

pontos fora de R, o que deixa apenas
rectangulos que sdo subconjuntos de R:

Assuma-se a existéncia de n rectangulos,

e note-se a area do rectangulo de ordem k Area AA,
por AA, .

| Escolha-se um ponto arbitrario

z
qualquer em cada subrectangulo, e "’ z=f(xy)
note-se 0 ponto no subrectangulo por !
(xkyk) Como se mostra na figura: E
0 produto f(x;, Ve )AAk é 0 volume de I
um paralelipipedo rectangular com

area da base AA,_ e altura f(x:, y;) de

forma que a soma kzn:f(xz,y:)AA( X Area AA - (Xk’yk )
=1

pode ser vista como uma aproximagdo ao volume V de todo o solido.
| Existem duas fontes de erro na aproximacdo: primeiro, os paralelipipedos tém
topos planos, enguanto que a superficie z = f(x,y) pode ser curva; segundo, 0s

rectangulos que formam as bases do paralelipipedo ndo cobrem completamente a
regido R. No entanto, se repetirmos 0 processo acima com mais e mais
subdivisdes de tal modo que os cumprimentos e larguras das bases rectangulares

se aproximem de zero, entdo é plausivel que ambos os tipos de erro se aproximem
n
de zero, e 0 volume exacto do solido é lim > f(x:, Ve )AAk :
N—+o0 =1
As somas atras indicadas sdo chamadas somas de Riemann e o limite das somas de
n * *
Riemann é definido por [[ f(x,y)dA= lim > f(x,y;)AA, que é chamado o
nN—+w
R k=1

integral duplo de f(x,y) sobre R. Com esta notago, o volume V de um sélido pode

ser expresso como V = ”f(x, y)dA. Este resultado é conseguido assumindo f
R

Prof. Alzira Dinis
48



Capitulo 1V — Integrais Mdltiplos

continua e ndo negativa na regido R. No caso em que f(x, y) pode assumir valores

positivos e também negativos em R, o integral duplo sobre R representa a diferenca

de dois volumes: o volume do solido acima de R e abaixo de z= f(x,y) menos o
volume do solido abaixo de R e acima de z= f(x,y). Chama-se a esta diferenca o
volume de rede entre z= f(x,y) e R. Assim, um valor positivo para um integral

duplo significa que o volume é maior acima de R do que abaixo, um valor negativo

significa que o volume é maior abaixo do que acima de R, e um valor nulo significa

b
que os dois volumes sdo iguais. Observando-se a similaridade entre _[f(x)dx e
a

J'J'f(x, y)dA, ndo é surpreendente que os integrais duplos apresentem muitas das
R

propriedades dos integrais definidos — a que também chamamaos integrais singulares:

. ”Cf(x,y)dA:C”f(x,y)dA (C =constante),
o [[T00y)+ gl y)dA=[[ £ (x y)dA+ [[g(x y)dA,
o [[lf(xy)-g(xy)dA=[[ f(x y)dA- [[g(x,y)dA.

E evidentemente intuitivo que se f(x,y) é ndo
negativo numa regido R, entdo subdividindo R em
duas regides R, e R, tem o efeito de subdividir
o solido entre R e z=f(x,y) em dois sélidos,

a soma dos quais é o volume de todo o solido:

O que sugere o seguinte resultado, mesmo se f

assumir valores negativos:

. ”f(x, y)dA:”f(x, y)dA+”f(x, y)dA.

Calculo de Integrais Duplos.

Excepto em casos muito simples, é impraticavel obter o valor de um integral duplo a
partir do limite. Vamos ver que o calculo é muito mais simples se o integral duplo for

calculado através de dois integrais singulares sucessivamente. As derivadas parciais
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Capitulo 1V — Integrais Mdltiplos

de uma fungdo f(x,y) sio calculadas considerando uma das variaveis constante e

diferenciando relativamente a outra variavel. Consideremos o inverso deste processo,
b d

integracéo parcial. A notagéo J f(x, y)dx e I f(x, y)dy indica os integrais definidos
a

parciais; o primeiro integral, chamado o integral definido parcial em relagdo a x, é

calculado considerando y constante e integrando em relacdo a x, e 0 segundo
integral, chamado o integral definido parcial em relacdo a y, é calculado
considerando x constante e integrando em relagdo a y. Como o exemplo a seguir
mostra, o integral definido parcial em relagdo a x é uma fungdo de y e o integral

definido parcial em relagdo a y é uma funcéo de x.

1 1 y2x2 1 y2 1 xy? ! X
Exemplo — .[xyzdx= yzjxdx=— =2 ¢ _[xyzdyz xj ylidy="| =2=.
0 0 2 x=0 2 0 0 3 y=0 3

Um integral definido parcial em relagdo a x é uma fungdo de y e assim pode ser
integrado em relacdo a y ; similarmente, um integral definido parcial em relacdo a y

pode ser integrado em relacdo a x. Este processo de iteracdo de dois estagios é

db
chamado de integracdo iterativa — ou repetida. A notagdo I _ff(x,y)dxdy:

ca

:TD X, ydx}dy e ﬁf (x, y)dydx = fﬁf X,y dy}dx expressa 0s integrais

iterativos.

32 23
Exemplo - Calcule: a) ” 1+ 8xy )dydx e b) ” 1+ 8xy dxdy
01 10

a) JS.JZA (1+8xy)dydx = jﬁ 1+8xy dy}dx Hy+4xy]z dx = f[2+16x) (1+4x)Jdx =

= [(@+12x)dx = x+6x° =57

o'—.w

Prof. Alzira Dinis
50



Capitulo 1V — Integrais Mdltiplos
b) Jz'j' 1+8xy dxdy Jﬁ 1+ 8xy dx}dy J'[x+4x y]X ,dy =3y +18y? ]1 57
10 0

N&o é por acaso que os dois integrais iterativos neste ultimo exemplo apresentam o

mesmo valor; é uma consequéncia do seguinte Teorema:

Teorema — Seja R o rectangulo definido pelas inequagdes a<x<b, c<y<d. Se

f(x,y) for continua neste rectangulo, entio Uf(x,y)dA: f(x, y)dxdy =

R

o t—
D C— T

f(x, y)dydx.

g

6 —pa

Este importante Teorema permite-nos calcular um integral duplo sobre um rectangulo
através do célculo de um integral iterativo. Para além disso, o Teorema diz que a
ordem de integracdo de um integral iterativo ndo importa. Ndo o vamos provar, mas
daremos um argumento geométrico para o caso em que f(x,y) é ndo negativo em R.
Neste caso, o integral duplo pode ser interpretado como o volume do sélido S
limitado superiormente pela superficie z= f(x,y) e inferiormente pela regido R, o
que é suficiente para mostrar que os dois integrais iterativos também representam este

volume. Para um valor constante de y, a fungéo f(x,y) é uma funcdo de x, e

portanto o integral A(y)= | f(x,y)dx representa a area sob o gréfico desta fungéo de

D ey T

x. [Esta éarea, mostrada a 7

z
tracejado na figura, é a érea ‘[/ ‘ffr

= f(x,y)

transversal em y de um solido

que se encontra limitado

superiormente por z= f(x,y) e

inferiormente pela regido R: b
Assim, utilizando um método de X

calcular o volume do solido cortando-o em fatias extremamente finas, entdo o volume

é o resultado da soma de todas estas fatias: VoI _[A dy J { I X, Y dx}dy =
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Capitulo 1V — Integrais Mdltiplos

f(x,y)dxdy. Similarmente,

Il
o t—a
D — T

o integral  A(x)= | f(x,y)dy

nt_,o_

representa a 4&rea da seccdo

transversal de S em x, e do

mesmo método das fatias vem: X

b b(d bd
VoI(S):jA(x = =J.D'f X,y dy} X = ”f X, y)dydx. Isto estabelece o resultado

a

no Teorema anterior para 0 caso em que f(x, y) é ndo negativoem R.

Exemplo - Calcule o integral duplo ”yzdi sobre 0 rectangulo
R

={(x,y):-3<x<20<y<1}.

Devido ao Teorema, o valor do integral duplo pode ser obtido a partir de qualquer dos

21 12
integrais iterativos J' .[yzxdydx ou J' I y’xdxdy . Utilizando o primeiro, obtemos

-30 0-3

1 21 2 2 5
Hy xdA = ”y xdydx = J[ yx} dx:jgxdnglz_g_

-30 y=0 -3
Integrais Duplos Sobre RegiGes Ndo Rectangulares.
Integrais Iterativos com Limites de Integragdo N&do Constantes.

Veremos se o0s integrais duplos sobre regides ndo rectangulares podem

frequentemente ser calculados como integrais iterativos dos seguintes

b gx(x) 2(x) d hy(y) 2(y)
tipos: _[ jf(x y)dydx = J'{ jf X, y)dy}dx e J' If X,y Jdxdy = J'{ f(x, y)dx]dy.

a g(x) al g,(x) ¢ hi(y) (v)

Vejamos um exemplo que ilustra como calcular tais integrais:
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Capitulo 1V — Integrais Mdltiplos

7 CoS Yy

2 X
Exemplo — Calcule a) ”yzxdydx e b) I jxsin ydxdy .
0 x? 0 0

2 x 2[ x 2 3, X 2 4 7 5 8
v = [ [ vixdy dx = u} i (X__X_jd :[X__X_}:g_
Y l';[yxyx ﬂx{yxy}xﬂ3 XIs 37|15 24| 15

256 128

24 15

cos® ysin ydy =

e X2 cosy .
—sin dy =
ey | wre]

b) ]ECTyxsin ydxdy = ]Erjﬁyxsin ydx}dy = _[
00 0 0 0 x=0
= [—lcos3 y}” 1
6 o 3

Integrais Duplos Sobre RegiGes Ndo Rectangulares.

N |-

As regides planas podem ser extremamente complexas, e a teoria dos integrais duplos
sobre regiGes muito gerais ndo vai ser aqui abordada. Por agora limitar-nos-emos a

dois tipos béasicos de regides: tipo | e tipo I, definidos em baixo como se segue:

Definicdo — a) Uma regido de tipo | € limitada a esquerda y
e & direita por linhas verticais x=a e x=b e é limitada T
inferiormente e superiormente por curvas continuas y=g,(x)
y=0,(x) e y=g,(x) onde g,(x)< g,(x) para a<x<h.

b) Uma regido de tipo Il € limitada ! y = 01(x) X
b

(e

inferiormente e superiormente por curvas horizontais a
y=c e y=d e é limitada a esquerda e a direita por Y 9

T px=hly
curvas continuas x=h(y) e x=h,(y) onde 2

h(y)<h,(y) parac<y=<d.

O seguinte Teorema permitird calcular integrais duplos P X

sobre regides do tipo | e tipo I, utilizando integrais iterativos.

Teorema — a) Se R € uma regido do tipo | na qual f(x,y) é continua, entdo

Prof. Alzira Dinis
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Capitulo 1V — Integrais Mdltiplos

)
f(x, y)dydx.
)

b) Se R é uma regido do tipo Il na qual f(X, y) é continua, entdo

jjf(x,y)dAzj [

R

)
f(x,y)dxdy .

Né&o provaremos este Teorema, mas para 0 caso em que f(x,y) é ndo negativa na
regido R, pode ser tornado plausivel por um argumento geométrico que é similar ao
dado no Teorema anterior. Uma vez que f(x, y) é ndo negativa, o integral duplo pode
ser interpretado como o volume do solido S limitado superiormente pela superficie
Z= f(x, y) e inferiormente pela regido R, o que é suficiente para mostrar que 0s

integrais iterativos também representam este volume. Considere-se o integral iterativo

b g2(x)
H X, Y)dA = J' J'f X, y)dydx por exemplo. Para um valor constante de x, a fungdo

R a g(x)

92(x)
f(x,y) é uma fungéo de y, e assim o integral A(x)= J' f(x,y)dy representa a area
(%)

sob o grafico desta fungdo de y entre os pontos y=g,(x) e y=g,(x). Esta area,
mostrada a tracejado na figura: z z=1f(xy)

€ a area transversal em x do
solido S, e assim, pelo método

das fatias, o volume do sélido S

b g2(x)
é Vol (S _[ f(x, y)dydx o que

a gy(x)

a duas dimensfes da regido R, ndo sendo necessario representar graficamente

f(x,y). Para uma regido do tipo I, os limites de integracdo na férmula

Prof. Alzira Dinis
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Exemplo — Calcule J.J.xydA sobre a regido R limitada por
R

(x

J

)

Uma vez que x €
constante na primeira
se uma linha vertical
num determinado ponto
Esta linha atravessa a

vezes. O ponto mais

y

FaN

y=01(x)

)
f(x, y)dydx podem ser obtidos do seguinte modo:

— > X

X

Capitulo 1V — Integrais Mdltiplos

considerado
integracdo, desenha-
através da regido R
arbitrario x:
fronteira de R duas

baixo de interseccao

é na curva y=g,(x) e o ponto mais alto é na curva y=g,(x). Estas duas

interseccOes determinam o limite superior e inferior de y na formula.

Imagine-se a deslocacdo da linha desenhada

anteriormente para a esquerda e depois para a

direita. A regido mais a esquerda onde a linha

intersecta a regido R é x=a e a regido mais a

direita onde a linha intersecta R € x=b, o0 que

permite obter os limites de x.

x=4,

R é considerada uma regido do
tipo 1. A regido R e uma linha
vertical
determinado x sdo mostradas na

figura. Esta linha encontra a regido

R em yzéx e y=\/§. Estes séo

correspondentes

a um

y

Fal

os limites de integragdo. Movendo a linha para a esquerda e para a direita obtém-se o0s

4x
limites de integragdo x=2 e x=4. Assim, tem-se ”xydA=jIxydydx=
R 2X

55
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xy? T HEGNS  x*1° (64 256) (8 16) 11
LA dx=j EARSRNEAS WSS (ARSUEANY Y B Pl s
2 2 8 6 32| \6 32) (6 32) 6

d hy(y)
Se R é uma regido do tipo Il, entdo os limites de integracdo de I I f(x, y)dxdy pode
¢ hy(y)
ser obtido como se segue:
< Umavezque y y é considerado constante
o x=hy(y)
na primeira integracdo, desenha-se
uma linha y | horizontal através da

regido R num ponto determinado de

y: .0 = 5 X ponto de intersecgdo

mais a esquerda x = h,(y) e o ponto mais a direita
x = h,(y) determinam os limites de intersecgdo do ¥
integral. d

- Se movimentarmos a linha desenhada atrés para

baixo e depois para cima encontramos os limites de

y do integral. . D X

Exemplo — Calcule “(Zx — y)dA sobre a regido triangular entre as linhas y = —x +1,
R

y=x+ley=3.

Consideramos R como uma regido do tipo Il. A regido R e uma linha horizontal

correspondentes  a y um determinado ponto y sao
. A . -

mostrados na figura: (-2,3) 3l y=3 (2,3) - Esta linha encontra a regido

R e a sua fronteira y esquerdaem x=1-y easua

fronteira direita em Y =-X+1 y=x+1 " y—y_1. Estessdo os limites
. x=1- x=y-1 )

de integracao. ( y) 1 ( y ) Movendo esta linha para
. . > X . R ..

baixo e depois para cima vém os limites de vy,

y=1 e y=3. Assim, ”(Zx—yz)dAz.?fyjl(ZX—yz)dxdyz.Sf[xz—yzx]i_i_ydyz
R 1

11-y
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3
[(1—2y+2y2 - y3)—(1—2y+ ys)}jy = Ja.(Zy2 —2y3)dy = {ZTyS_y?“} = —%.
1 1

- C—

Neste ultimo problema poderiamos ter tratado R como uma regido do tipo I, mas com
um problema adicional. Vista como uma regido de tipo I, a fronteira superior de R €

a linha y=3: y e a fronteira inferior consiste em

A
duas partes, a y=3 y=3 linha y=-x+1 & esquerda da

origem e a ; Rl__Rz ; linha y=x+1 a direita da origem.
-x+1 y=x+1

Para levar a Y= cabo a integracdo € necessario

decompor a regido R em duas partes, R, e R,,
X
como se Vé na -2 0 2> figura, escrevendo-se entdo
0 3 0 3
H(Zx -~ yz)dA = ”(Zx— yz)dA+ H(Zx— yz)dA = I J'(Zx— yz)dydx+J. J'(Zx— yz)dydx
R R R, —2-x+1 2 x+1

0 que produz o mesmo resultado ja obtido: —6—;.

Inversdo da Ordem de Integracéo.

Por vezes o célculo de um integral iterativo pode ser simplificado por inversdo da

ordem de integracdo. O exemplo que se segue indica como fazé-lo.

~ - . - 2 .
Exemplo — Uma vez que ndo existe antiderivada elementar de e*, o integral

21

2 ~ - ~
.”ex dxdy ndo pode ser calculado executando a integragdo em ordem a x em
0y/2

primeiro lugar. Calcular-se-4 este integral expressando-o como um integral iterativo

equivalente com ordem de integragdo invertida.

Para a integragdo vy y interior, y é constante e
) X== (ouy=2X ) i
x varia desde 4 x=1 2 Y= 0 inha - y/2  até
- L2 (L2) _ i :
a linha x=1: . Para a integracéo exterior, y
varia de 0 a 2, sendo o integral iterativo
dado igual a um y R integral duplo sobre a regido
triangular R na > X figura. Para inverter a ordem
de integracdo, 0 X1 trata-se R como uma regido
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escrever O

Calculo de Areas sob a Forma de Um Integral Duplo.

integral

dado como

2 12x 1 1
_[ e* dxdy :”exsz:”exzdydx :j[exz y]jiodx :j2xexzdx == exzt =e-1
0y R 00 0 0

Embora os integrais duplos aparecam no contexto do calculo de volumes, podem

também ser utilizados para o célculo

este propésito, considera-se

consiste nos pontos entre o plano

Xy:

deste sdlido é V =”1dA=”dA. No
R R

regiao R no  plano

tem secgdes transversais paralelas ao
modo que V = areada base-altura =

=areade R. Tem-se assim a férmula

z=1

Sélido com
base R e
altura 1.

de areas. Para

que o sélido
z=1 e uma

O volume

entanto, o sélido

plano de

Xy,
=dareadeR-1=

V=ﬂm.5m
R

formula é por vezes confusa pois equaciona uma area e um volume. Esta formula

pretende equacionar somente os valores numéricos da area e volume e ndo as

unidades que, evidentemente, devem ser diferentes.

Exemplo — Utilize um integral duplo para encontrar a area da regido R limitada pela

parabola y:%x2 ealinha y = 2x.

A regido R pode ser tratada Y
igualmente como de tipo |
ou tipo IlI, como se pode 8-
observar respectivamente nas
figuras ao lado. Tratando a
regido R

como tipo |

y =2X

y=2x
2

resulta Area de R= ”dA:
R

X

58

N

y

4 (48)
8_

X=2Y
y_

x =2y
|

0 s T
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4 2x 4 3 4
= .)d 2x—=x? [dx=|x*-2-| =16/3. Tratando R
.([J./ !y]yx/z X= J( X 2X j X= {X 6} / ratando como

0

uma regido de tipo 1l resulta Area de R= ”dA J'J'dxdy J.x]X y/zdy_

0 y/2
8 2 8
=J'(\/2_y—£y)dy: &y%_y_ =16/3.
) 2 3 4 |

Integrais Duplos em Coordenadas Polares.

Alguns problemas de integracdo dupla sdo mais facilmente resolvidos se o integrando
e a regido de integracdo forem expressos em coordenadas polares. Este é
frequentemente o caso quando a regido de integracdo tem a forma descrita na seguinte

definigé&o.

Definicio - Uma regido polar simples é uma regido — em coordenadas

polares — compreendida entre dois angulos & =« e € = e duas curvas continuas
polares r =r,() e r =r,(6), onde:

). a<pepf-a<lr,

ii). 0<r(0)<r,(9).

A figura seguinte: mostra  uma  regido polar

simples tipica. A figura 0=p
mostra 0  caso especial
onde r(@) é igual a zero, de
forma que a fronteira 0 interior

é reduzida a um Unico ponto - a origem — e a proxima
figura mostra o caso especial em que (@) é

igualmente igual a zero e os angulos séo =0 e

p=2r, de forma que as  fronteiras laterais

coincidem. O conceito de um integal duplo em

coordenadas polares pode ser motivado pelo

segunte problema de volume:

Prof. Alzira Dinis
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Problema — Encontre o volume do sélido que

Z

. . VaN

consiste em todos os pontos que ficam entre uma \
|

regido polar simples R no plano xy e uma

superficie cuja equacdo em coordenadas cilindricas

¢ z=1f(r,0), onde f ¢ continua em R e =Y
r:'_rl(a) gzﬂ
f(r,)>0 para todo o (r,d) em R: /
Lr=n0)"
Para encontrar o volume V do sélido nesta figura, X O=a

utilizar-se-& um processo de limites similar ao inicial, excepto que usaremos arcos
circulares e angulos para subdividir a regido R em blocos, chamados rectangulos
polares. Como se mostra na figura em baixo, exclui-se da consideracdo todas as
coordenadas rectangulares que

contétm pontos fora de R, (r’:'.e':)

deixando apenas coordenadas Area AA,
>y

0=p

polares que sdo subconjuntos de
R. Assume-se que existem n
rectdngulos polares como estes e

nota-se a area do rectangulo

polar de ordem k por AA,. Seja x

(rk*ﬂ;) um qualquer ponto neste rectangulo polar. Como se mostra na figura:

5 0 produto f(rk*,HE)AAk é o volume de um
z=1(r,0) . . -
S solido com éarea de base AA, e altura f(rk ,ek),
Yy 0
o | de forma que a soma fir.,6, JAA, pode ser
f(rk!ek) ‘alr 3 ; (k k)
ap _?' “Y vista como uma aproximaco ao volume V de
: !‘, Ay 2 0 = L. ,
; “i’gu Area A todo o solido. Se agora aumentarmos o numero
X 0=a (rk*,H;) de subdivisGes de tal modo que as dimensdes

dos rectangulos polares se aproximem de zero,

entdo parece plausivel que os erros nas aproximacOes se aproximem de zero, e 0
n

volume exacto do solido é V = lim Z f(rk*,Hlf)AAk. As somas nesta equacdo s&o
N—-+0 k=1

chamadas somas polares de Riemann, e o limite é chamado um integral duplo polar
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que é notado por ” r,0)dA = lim Z f(rk, )AAk , portanto o volume V do sélido

N—>+o0

pode ser expresso por V = J'J' f(r,0)dA.
R
Para fins computacionais € Gtil expressar o integral duplo polar ” f (r,@)dA como um
R

integral iterativo. Para este fim, escolhe-se o ponto arbitrario (rk*ﬁ;) em

I|me(rk, )M como centro do rectdngulo polar de ordem k como se

nN—-+0

mostra na figura . Suponhamos também que este

*

("k*"gk)

rectangulo polar tem um angulo central A6, e uma

espessura radial Ar,. Entdo, o raio interior deste

~ 7 * 1 - - 7 * 1
rectangulo polar é 1, —=Ar, e 0 raio exterior é r, +=Ar, .
2 2

Tratando a area AA,  deste rectangulo polar como

a diferenca na area de dois sectores, obtém-se uma

formula  para a érea AA, = (rk + ; Ark] A6, -

2
—%(rk* —%Arkj A, , que é equivalente a ter AA_=r, Ar, A6, . Assim, vem, de cima,

B (0)
% :”f(r,e)dA:J' _[f(r,H)rdrdH no qual os limites de integragio sdo escolhidos
R arn(9)

para cobrir a regido R, isto ¢, com & entre « e S, o valor de r varia de
h@) a n): g-p . Se f(r,#) puder assumir valores
quer  positivos, quer negativos em R, entdo o
integral  duplo polar sobre R representa o volume

de rede entre

z=f(r,0), isto é, a diferenca entre

b . . .
o volume do 0 s6lido acima de R mas abaixo

de z=f(r,0) e o volume do sdlido que se encontra abaixo de R mas acima de

z=1f(r,#). A relagio entre o integral duplo polar e o integral iterativo

Br2(0)
em V= ” (r,0)dA= Ij'f (r,0)rdrdé mantém-se mesmo se f(r,#) ndo é

arn(9)
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positivo em R.

Teorema — Se R é uma regido do tipo mostrado nas trés primeiras figuras de regides

B1a(0)
polares, e se f(r,@) é continuaem R, entdo ”f(r,e)dAzj jf(r,e)rdrde.
R

an(0)

Os integrais polares satisfazem as propriedades:

. LJCf(r,H)dAchff(r,H)dA (C =constante),

+ [[le(e0) olr.oin [ re.oks ook,

o [[lf(r.6)-g(r.6)dA= [[ t(r.0)dA-[[g(r.0)dA e

. j:j f(r,0)dA = jRj f(r,H)d,RAJr jRj f(r,e)dRA jo mencionadas atrs nos integrais

duplos normais.

Para aplicar o Teorema, comecamos com um esboc¢o da regido R. Assim, os limites

de integracdo podem ser obtidos do seguinte modo:

1°. Uma vez que & é constante para a primeira integracdo, desenha-se uma linha
radial desde a origem através da regido R com um angulo determinado &, como
podemos ver na figura anterior. Esta linha atravessa a fronteira de R no méaximo

duas vezes. O ponto mais interior da interseccdo € na curva r =r,(6) e o ponto

mais exterior € na curva r =r,(@). Estas interseccdes determinam os limites r de

integragéo em ” f(r,0)dA= frzj'g)f (r,6)rdrdé.
R

a r1('9)
2°_  Imagine-se que se roda um raio ao longo do eixo polar x no sentido contrario
ao dos ponteiros do relogio em relagdo a origem. O angulo mais pequeno ao qual

este raio intersecta a regido R é 8=« e o maior angulo é € = S. Isto permite
obter os limites de integragéo 6.
Exemplo — Calcule J.J'sin &A, onde R é aregido no primeiro quadrante que fica fora
R

do circulo r =2 e dentro do cardi6ide r = 2(1+cos@).
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A regido R é esbocada na figura ao lado. Seguindo os .
dois passos indicados em cima podemos obter 0= 2 r= 2(1“:059)

2(1+cos )

rzsine} de,

r=2 Q 9

isto &, Hsin&lA:2'2[[(1+cos¢9)zsin9—sin6'}19:
R 0

2(1+cos0)
_[(sin O)rdrdd =

2

O — |y
N |-

O |y

J;J'sin A =

I
o

a

=2[—l(1+c056’)3+0050}2 =2 —1—(—§j =§.
3 . 3 3)|] 3

Exemplo — Em coordenadas cilindricas, a equacio r’ +z° = a® representa uma esfera

de raio a centrado na origem. Trata-se da esfera cuja equagdo em coordenadas
rectangulares é x°+y?+z>=a’. Utilize um integral duplo polar para calcular o

volume desta esfera.

z Em coordenadas cilindricas o hemisfério superior é dado
z=+a’-r? pela equacdo z=+a’-r?, portanto o volume limitado
A y por toda a esfera é V = ij\/az —r?dA onde R € aregido
[ ____~“a 5
X circular mostrada na figura. Assim, V = 2.|‘.|'\/a2 —r’dA=
R

:” 2—r?(2r)drd@ = J'[ 2 —rz)%Tl dé@ e assim

r=0

B
» X o2 2z
/a V= IEanezFaS} =i7za3.
3

3 3

0

O argumento atras utilizado para deduzir a formula &rea de R =.|'J'dA também se
R

aplica aos integrais duplos polares.
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Conversdo de Integrais Duplos de Coordenadas Rectangulares em Polares.

Os integrais duplos polares séo por vezes chamados integrais duplos em coordenadas
polares em contraste com os integrais duplos atras estudados que s&o chamados
chamados integrais duplos em coordenadas rectangulares. Por vezes um integral
duplo que é dificil de calcular em coordenadas rectangulares pode ser calculado mais

facilmente efectuando a substituicdo x =rcos@, y=rsing para o converter num
integral em coordenadas polares. Sendo assim, os integrais rectangulares e polares

podem ser relacionados pela equagéo ” X, Y)dA = U r,6)rdrde .

limites
apropriados

1 W s
Exemplo — Use coordenadas polares para calcular J' J' x* + yz)/zdydx.
-1 0

O primeiro passo consiste em expressar o integral iterativo como um integral duplo

em coordenadas rectangulares. Para x constante, a integracdo de y é efectuada desde

a fronteira mais baixa y=0 até ao semicirculo y
_ _y?2
y=+1-x2. x pode variar de —1 a esquerda até +1 a y=~1-x
direita, portanto a regido de integracdo R para o integral y
>
duplo é mostrado na figura. Em coordenadas polares, esta —1 X 1

l><z

1
3
é a regido varrida a medida que r varia entre 0 e 7. Assim, I _f x* + yz)édydx =
-1 0

Area Superficial.
O primeiro problema de area aqui considerado pode ser colocado do seguinte modo:

Problema — Seja f uma funcdo definida numa regido fechada R no plano xy.

Encontre a area superficial da parte da superficie z = f(x, y) cuja projecgdo no plano
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Xy é aregido R:
Resolveremos este problema por passos, primeiro
resolvendo-o para 0 caso especial em que a superficie

é um plano e a regido R é um rectangulo, depois

usando 0 caso especial para resolver o problema

geral.

Teorema — Seja R uma regido rectangular fechada no plano xy com lados paralelos

aos eixos coordenados. Se os comprimentos dos lados sdo | e w, entdo a area

superficial da porcdo do plano z =ax+by+c que é projectada na regido R é dada

por S =+/a’+b*+1lw.

Demonstragio — Suponha-se que o0s quatro cantos de R sdo A=(x,Y,),
B=(x+1Y,), C=(X,Y,+W), D=(x,+l,y,+w) do qual se segue que
0s pontos no plano z=ax+by+c que se projectam em A, B e C
sdo  A'=(X,, Y a% +by,+¢), B =(x,+1,y,.a(x, +1)+by,+c) e ainda
C'=(X,, Y, +W,ax, +b(y, + w)+c). Estes pontos determinam um paralelogramo:

z z=ax+by+c  com lados a=A'B'=li+0j+alk
e b=AC =0i+wj+bwk, que
constitui a parte do plano que €

projectada na regido R. O produto

externo destes vectores ¢ axb=

‘I | ! 2 y
| C =(x, Yo +W) o
I R ( | ) ] k
D=(x+l,y,+w _ ol i
X B=(x+1y,) 0 0 —(I) \(,)V svlv— alwi — Ibwj + lwk

e assim da formula |juxv|=|uf|v|siné =Area, a area S do paralelogramo

determinado por a e b & S =|jaxb| = y/(-alw)’ + (— Ibw)? + (Iw)* =+/a?+b? +1lw.
Mostraremos agora como o0 Teorema acima pode ser usado para deduzir o seguinte
resultado mais geral:
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Formula da Area Superficial.

Se f tem primeiras derivadas parciais continuas numa regido fechada R do plano

Xy, entdo a area S dessa parte da superficie z = f(x, y) que € projectada em R é

S :Lj\/(%f{%jzﬂm.

Para chegarmos a esta formula, usaremos um processo de limitagdo agora j& familiar:

& Como se mostra z

na figura: fﬂj
|

limitemos R

7= f(x,y) Planq\tangente

b

z=1f(xy) < £

dentro de um

rectangulo cujos = & Y
paralelos aos .
X (Xk’yk)

eixos x e y, e

subdividamos o rectangulo em rectdngulos mais pequenos através de linhas
paralelas a estes eixos. Excluamos desta consideracdo todos os rectangulos que
contém pontos fora de R, deixando somente rectangulos que s&o subconjuntos de
R . Assuma-se que existem n rectangulos como estes e note-se o rectangulo de

ordem k por R,. Suponha-se que os lados de R, tém dimensbes Ax, e Ay,, e
seja AS, a area do retalho na superficie z = f(x, y) determinada pela projeccio de
R, nesta superficie.

& Se (xk yk) for um ponto de R,, entdo a area AS, pode ser aproximada pela area
da parte do plano tangente a superficie z = f(x, y) em (x;, y;) que é projectada
em R,. Este plano tangente tem uma equacdo da forma

7= fx(x:,y:)x+ fy(x:,y:)y+c para uma constante apropriada c, e assim do

ltimo Teorema vem: ASk:\/fx(x:,y:)2+fy(x;,y;)2+1AxkAyk. Assim, se

fizermos AA, = Ax Ay, e adicionarmos as areas dos retalhos, obtemos a seguinte

aproximagdo atodaaareade S: S ~ Zn:\/ fx(x:, y:)2 + fy(x:, y,:’)2 +1AA, .
k=1
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& Existem duas fontes de erro nesta aproximagdo, uma resultando do facto de os

rectangulos R,,R,,...,R, ndo preencherem completamente a regido R, e a outra

resultando do facto dos retalhos na superficie terem sido aproximados por areas
nos planos tangentes. No entanto, parece plausivel que se repetirmos o processo
de subdivisdo usando mais e mais rectangulos com dimensdes que se aproximem

de zero, entdo os erros diminuirdo e a area de superficie exacta sera dada por

S = JLrEOZn:\/fX(Xk vif + 1,0, yif +1aA = J'J'\/fx(x, y) + f,(x,y)* +1dA que &
k=1 R

simplesmente a formula S = ”J(
R

para as derivadas parciais.

g2
OX

2
j +(2§/J +1dA com uma notagdo diferente

Exemplo — Encontre a area superficial da parte do paraboldide z = x* + y? abaixo do

plano z =1.

A superficie € mostrada na figura:
2 2

z=1¢e z=x"+Yy° podemos ver

parabolide  se  intersectam

projeccdo  no  plano Xy

x* +y? =1. Consequentemente, a

procuramos € projectada na

por este circulo. Uma vez que a

x> +y?=1

Das equagdes,
que o plano e o
num circulo cuja
tem a equagéo
superficie cuja area
regido R limitada

superficie tem a

OX

2 2
equacdo z=x*+y* temos que S:H\/(@j +(%j +1dA:_U 4x* +4y® +1dA.
R R

Este integral ¢ mais facilmente calculado em coordenadas polares. Substituindo

27l

x?+y® por r’ e substituindo rdrdd para dA tem-se S=”\/4r2+1rdrd9=
00

7|
0

67
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Integrais Triplos.

Enquanto que um integral duplo de uma fungdo f(x,y) é definido sobre uma regido
fechada R no plano xy, um integral triplo de uma fungéo f(x,y,z) é definido sobre

uma regido solida fechada tri-dimensional G . Para assegurar que G ndo se estende
indefinidamente em qualquer direccdo, assumiremos que G pode ficar enquadrada

dentro de uma caixa adequadamente grande — paralelipipedo rectangular com lados

paralelos aos planos coordenados: . Para definir o
integral  triplo  de  f(x,y,z) Volume= AV, sobre G, divide-se
primeiro a caixa em n subcaixas . (XE, y;,ZE) ! por planos paralelos
aos planos coordenados. Depois excluimos aquelas
subcaixas que contém quaisquer T pontos fora de G e
escolhe-se um ponto arbitrario em it ¥ cada uma das
restantes subcaixas. Como se vé 1 ' 1) na figura, nota-se o
g

volume da restante subcaixa de —= Y ordem k por AV, e

0 ponto seleccionado na subcaixa de ordem k por
(x;,y:,z:). Depois, formamos o produto f(x;,y;,z;)AVk para cada subcaixa, e

calcula-se o somatorio dos produtos para todas as subcaixas para obter as somas de

n
Riemann: )’ f(x;,y;,z;)AVk. Finalmente, repete-se 0 processo com mais e mais
k=1

subdivisdes de tal modo que o comprimento, largura e altura de cada subcaixa se

aproxima de zero, e n se aproxima de +oco. O limite J'J'J'f(x,y,z)dvz
G

= lim »’ f(x;, y:,z:)AVk é chamado o integral triplo de f(x,y,z) sobre a regido G .
k=1

N—+o0 ==

As condicdes para as quais o integral triplo existe sdo estudadas em Anélise mais

avancada. Para nos é suficiente saber que esta existéncia é assegurada para f

continuaem G, sendo G uma regido demasiado complexa.
Propriedades dos Integrais Triplos.

Os integrais triplos gozam de muitas propriedades dos integrais simples e duplos:
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” Cf(x,y,z)dV = C”I f(x,y,z)dV  (C =constante),
G G

([l (e y.2)+ g(x,y.2av = [[[ £ (x,y.2)av + [[[g(x.y. 2)av,
[t y.2)- g0y, 2lav = [[[ £ (x v 2)av - [[[a(x,y. 2)av

Alem disto, se a regido G for subdividida em duas subregides G,

e G,, entdo:

[[[f0cy.2)av = [[[f(x.y,2)av + [[[ f(xy,2)dv

Calculo de Integrais Triplos.

Do mesmo modo que um integral duplo pode ser calculado através de duas
integracOes sucessivas simples, também um integral triplo pode ser calculado através
de trés integracOes sucessivas. O seguinte Teorema é analogo ao Teorema apresentado

para integrais duplos:

Teorema — Seja G a caixa rectangular definida pelas inequagdes a<x<b,

c<y<d, k<z<1. Se f for continua na regido G, entfo _mf(x,y,z)dv =
G

m'—.o—

j'.i'f (X, y,z)dzdydx .
ck

Para além disto, o integral iterativo a direita pode ser substituido por qualquer um dos

outros cinco integrais iterativos que resultam da alteracdo da ordem de integragé&o.

Exemplo — Calcule o integral triplo ”_[12xyzz3dv sobre a caixa rectangular G
G

definida pelas inequagdes —1<x<2,0<y<3,0<z<2.

Dos seis possiveis integrais iterativos que poderiamos usar, escolheremos

L—n

32
“12xyzz3dzdydx. Assim, integraremos primeiro em relagdo a em relagdo a z,
-100

considerando x e y constantes, depois em relagdo a vy, considerando x
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constante, e finalmente em relacdo a X. jjlexyzz3dV
G

I—\"—'N

ﬁlZ xy®z%dzdydx =
-100

H.—'N

j'[Bxy ]2 dydx = ”48xy2dydx Ilny]B dx = j432xdx 216xl_648
-10

-10
Célculo de Integrais Triplos Sobre Regifes Mais Gerais.
Além das regides rectangulares, existem outro tipo de regides que interessam. Por

simplicidade restringiremos a nossa discussao a regides solidas construidas do modo

(ue se segue:

Seja R uma regido fechada no plano xy: 7
e sejam g,(x,y) e g,(x,y) funcdes continuas T
tal que g,(x,y)< g,(x,y) para todos os pontos 2=0,(xY)
(x,y) em R. Geometricamente, esta condig&o ‘
condiciona a superficie z=g,(x,y) a nio | gle,yy)

mergulhar abaixo da superficie z=g,(x,y) / @

sobre R. Chamaremos z = g,(x,y) a superficie *

inferior e z = g,(x, y) a superficie superior. Seja G o sélido consistindo em todos
0S pontos acima ou abaixo da regido R: Z

que fica entre a superficie superior e a T "'ﬂ“"j .
superficie inferior. Um sélido G construido s

deste modo sera denominado solido simples, e ‘

aregido R serd chamada a projeccéo de G no

. " . ' ey
plano xy. O seguinte Teorema permitir-nos-a f@

calcular integrais triplos sobre solidos simples.  x

Teorema — Seja G um sélido simples com superficie superior z=g2(x, y) e

superficie inferior z = g,(x,y), e seja R a projecgdo de G no plano xy. Se f(x,v,z)

for continua em G, entdo ”j X,y,2)dV = ”{ j )x Y, z)dz}dA
)

a(xy
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Neste integral, a primeira integracdo é efectuada em relacdo a z, ap0s o que resta

uma fungdo de x e y. Esta fungdo de x e y € entdo integrada sobre a regido R no
plano xy. Para aplicar este integral é usual comegar com um esbogo tri-dimensional

do sélido G, do qual os limites de integracdo podem ser obtidos como se segue:

1¢. Encontra-se uma equagio z = g,(x,y) para a superficie superior e uma equagio
z=g,(x,y) para a superficie inferior de G. As fungbes g,(x,y) e g,(x,y)

determinam os limites de integracéo inferiores e superiores de z;

2% Faz-se um esbogo a duas dimensdes da projeccdo de R do sélido no plano xy.
Deste esbogo podem determinar-se os limites de integragédo do integral duplo

ot R em {1y - ﬁ{ j’xyz)dz]dA

au(xy)

Exemplo — Seja G uma cunha do primeiro octante cortada da forma cilindrica

y® + 2% <1 pelos planos y = x e x=0. Calcule _mzdv .
G

O sdlido G e a sua projecgdo

R no plano xy séo 2, 52 _

mostrados na figura: 2 1- yz) 1 j (L)
. . (7

A superficie superior do y=

solido e formada pelo

- o > X
cilindro e a superficie inferior

pelo plano xy. Uma vez que a parte do cilindro

y®+2% =1 que fica acima do plano xy tem a

equacio z=+1-y*, e o plano xy tem a equacdo z=0, segue-se de

m X,y,2)dV = H{ [f(xy, Z)dz]dA que mzdv H[J;dz]dA Para o integral

a(x.y)
duplo sobre R, as integracdes de x e y podem ser efectuadas por qualquer ordem,

uma vez que R é uma regido quer do tipo I, quer do tipo Il. Integraremos primeiro em

1y +1-y?

relacio a x. Com esta escolha temos assim J'”de=” Izdzdxdyz
G 00 O
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:H%zz Zigyzdxdy:j'f%(l—yz)dxdy_ J'( )] dx == j(y y)dy, isto e,
00 00

Calculo de Volumes Sob a Forma de Um Integral Triplo.

Os integrais triplos podem ter diferentes interpretacbes fisicas, mas aqui

preocupar-nos-emos apenas com o aspecto do volume. No caso especial em que

f(x,y,z)=1, da férmula J'ﬂ.f(x,y,z)dv =Jimzn:f(x;,y:,z:)AVk vem ”_[dv =
G A G

= lim ZAVk , que a primeira figura apresentada quando comecamos a falar sobre

nN—-+0

integrais triplos sugere ser o volume de G, isto €, volume de G = ﬂ[dv .
G

Exemplo — Use um integral triplo para encontrar o volume do sélido limitado entre o

cilindro x*+y*=9 eosplanos z=1¢e x+z=5.

O sélido G e a sua
projeccdo R no
plano Xy séo

mostrados na figura:

A superficie inferior

do solido é o plano

X+z=5, ou, do

mesmo modo,

z=5-x.Assim, de

j” X,y,z)dV = ”[ I X, y,z)dz}dA e de volume de G = J_Udv vem volume de

ai(xy)

5-x
G= J'”dv = ”[ J‘dz}dA. Para o integral duplo sobre R, integraremos primeiro em
G R 1
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3 V9-x? 5-x 3 J9-x?
relagio a y. Assim, temos volume de G= J' J' J'dzdydx:J' _[z]zldydx_
3o 1 —3Jo-x?

9

='3[ I4 xdydx_f8 2X W9 —x*dx = 8J\/9 X% dx — j2x\/9 x*dx, e assim,
3 -3

3
volume de G = 8[ J J'Zx\/9 x?dx = 8( j 0 =36z com (u= 9—x2).

Integracédo por Outras Ordens.

Para  determinadas regides, 0s z
integrais triplos sdo mais facilmente

calculados efectuando primeiro a

integracdo em relacdio a x oua y, e .
ndo em relagdo a z . Por exemplo, se @ >

0 sOlido G ¢ limitado a esquerda e a \““( ‘ \

direita pelas superficies y = g,(x,z) e / > .o . \ﬂ

y=0,(x,z) e limitada lateralmente

por um cilindro que se estende na y=0,(x,2

direccdo de vy, entdo '[” XY, z dV _”{ _[ ) XY, z)dy}dA onde R é a projeccédo

ai(x.2)
do sélidko G no plano xy. z
Similarmente, se o solido G é
limitado atras e a frente pelas
superficies x=g,(y,z) e x=g,(y,z) @
e limitado lateralmente por um cilindro \

que se estende na direcgdo de x, entdo /

(st < ) [t o " g

%u(y.z)
onde R é a projeccdo do sdlido G no X= gz(y,Z)

plano xy.
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Exemplo — No segundo exemplo dos integrais triplos, calculamos J'”zdv integrando
G

primeiro em relacdo a z . Vamos calcular novamente o mesmo integral, cuja solucéo

1. . o
foi g integrando agora primeiro em relacdo a x.

O solido é limitado atrads pelo plano x=0 e a frente pelo plano x=1y, assim

-l

A Vi +22 =1 ondke R é a projeccdo de
G no plano xy: (Z: 1—y2) . A integracdo sobre R pode ser
efectuada em primeiro R lugar em relagdo a z e entdo depois
em relacdo a y ou I p Y vice-versa. Efectuando primeiro a

1-y? 141-y?

j Jy‘zdxdzdy = J. j'zx]izodzdy =
0o 0 0

integracdo em relacdo a z vem m'de=
G 0

O ey

o'-—.i

1]

resultado anterior.

1
zydzdy = _[ 1y dy = J% - ydy_l, 0 que estd de acordo com o
0

O

Integrais Triplos em Coordenadas Cilindricas.

Aquando dos integrais duplos, vimos que por vezes estes sdo mais facilmente
calculados quando se convertem para coordenadas polares. Da mesma forma, alguns

integrais triplos sdo mais facilmente calculados se estiverem em coordenadas

cilindricas. Volume= AV,
Recorde-se que em coordenadas rectangulares, o integral y

e
triplo de uma funcdo continua f sobre uma regido (Xk’y"’ )
solida G é definido do seguinte modo T
_” f(x,y,z)dV = Iime(x;,y;,z:)AVk onde AV, : e
pe N—-+o0 k=1 i‘f r;
representa o volume de um paralelipipedo rectangular: -l ::____1

) .y

interior a G e (x;,y;,z:) ¢ um ponto deste /

paralelipipedo. Os integrais triplos em coordenadas
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cilindricas e esféricas sdo definidos similarmente, excepto que a regido G é dividida,

ndo em paralelipipedos rectangulares, mas em regides

mais apropriadas a este sistema de coordenadas. Em

coordenadas cilindricas, as equagdes mais simples sdo da

forma r =constante, & =constante, z =constante. Como

indicado na figura ao lado a primeira equacao representa

um cilindro circular centrado no eixo dos z, a segunda

representa um meio-plano vertical articulado no eixo dos

z, e a terceira representa um plano horizontal. Estas

’;ﬁ_vr:ro

X

N

N =0,

superficies podem ser combinadas para determinar solidos denominados cunhas

cilindricas ou elementos de volume
se ser mais preciso, pode dizer-se
cilindrica é um soélido limitado entre
dos seguintes tipos: dois cilindros
(r,<r,); dois meios planos @ =46,
dois planos z=1z,, z=12, (z,<z,):
séo

0,-6, nr-r, e 7,-1,

angulo central, espessura, e altura

X

cilindricos. Para

que uma cunha
seis  superficies
r=r, r=r,
(91 < 92);
. As dimensbes de
denominadas 0

da cunha.

Para definir o integral triplo sobre G de uma funcéo f(r,H,z) em coordenadas

cilindricas procede-se como se indica a seguir:

19. Subdivide-se G em pecas através de uma grelha tri-dimensional consistindo em

cilindros circulares concéntricos centrados no eixo dos z, meios-planos

articulados no eixo dos z, e planos horizontais. Exclui-se da consideracéo todas

as pegas que contém quaisquer pontos fora de G,

deixando somente cunhas

subconjuntos de G .

cilindricas

que sdo

29. Assume-se que existem n cunhas cilindricas como

estas, e note-se o volume da cunha cilindrica de

ordem k por AV,. Como indicado na figura, seja

(rk*,H[,z;) qualquer ponto na cunha cilindrica de

ordem k.

(rk*’e;'Z:)

39. Repete-se este processo com maior numero de subdivisfes, que a medida que n

75
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aumenta, a altura, espessura e angulo das cunhas cilindricas se aproximam de

zero. Define-se _m r,0,z)dVv = lim Z £(r7,67, 2, AV, .

N—>+o0

Para objectivos computacionais, é Util expressar o integral anterior como um integral

iterativo. Para la chegar, note-se que o volume AV, da cunha cilindrica de ordem k
pode ser expresso como AV, = [4reada base]-[altura]. Se notarmos a espessura,
angulo central e altura desta cunha por Ar,, A6, e Az, e se escolhermos o ponto
arbitrario (rk*,elf,z:) de
modo a ficar acima

do centro da base:

segue-se da formula

AA =T, ArLAG,, que ja

vimos quando estudamos

os integrais duplos, que a I R ~
. . "4 ¥ Area=r A AG,
base tem area r Ar A6, . X

Assim, podemos escrever AV, =r, A, AG Az, =1, Az, Ar A6, . Substituindo esta

expressdo  em m r,0,z)dv = lim Z f(r7,60,2;)Av,  vem j”f(r,é’,z)dV =
G

N—-+00

_I|me(rk,Hk,z)rkAz Ar A6, 0 que sugere que um integral triplo em

nN—+ow
coordenadas cilindricas pode ser calculado como um integral iterativo da forma

m r,o, z dV = m r,o, z rdzdrde Note-se que aparece um factor extra r
limites
apropriados
quando se converte o integral triplo num integral iterativo. Nesta formula, a
integracdo e efectuada primeiro em relacdo a z, depois em relacdo a r, e entdo
depois em relacdo a @, mas qualquer outra ordem de integracéo é possivel. O seguinte

Teorema torna as ideias agora apresentadas mais precisas.

Teorema — Seja G um solido simples cuja superficie superior tem a equagdo
Z= gz(r,a) e cuja superficie inferior tem a equagdo z = gl(r,e) em coordenadas

cilindricas. Se R for a projeccao do solido no plano xy, e se f(r,6’,z) for continua
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92(r.0)
em G, entdo IJ'J'f(r,H,z)dV = ”{ If(r,@,z)dz}dA onde o integral duplo sobre R
G

R | gy(r0)

é calculado em coordenadas polares. Em particular, se a projeccdo R for como se

mostra na figura, entdo o integral anterior pode ser z 2=,(r.0)
escrito  do  modo  seguinte ”.[f(r,e,z)dv = T
G
0,12(0)95(1.0) < P
=[ [ [f(r.6,2)rdzdrd6. O tipo de solido a que | |
6,1(6) g,(r.0) } I I I
| I |
esta formula se aplica esta ilustrado na figura a ,)*f:}::i—'—}‘“ y
esquerda. Para aplicar as duas foérmulas atrés, é / o = ©)
1 r=r,

melhor comegar com um esboco tri-dimensional do X r=n(0)

solido G, do qual os limites de integracdo podem ser obtidos como se indica:

12, Identifica-se a superficie superior z = g,(r,@) e a superficie inferior z = g,(r,8)
do sdlido. As fungdes g,(r,0) e g,(r,@) determinam os limites de integragio de

z. Se as superficies superior e inferior forem dadas em coordenadas
rectangulares, devem converter-se em coordenadas cilindricas,

2¢. Faz-se um esbogo a duas dimensdes da projeccdo R do solido no plano xy . Deste

esboco podem ser obtidos os limites de integracdo r e €, exactamente como com

0s integrais duplos em coordenadas polares.

Exemplo — Use integracdo tripla em coordenadas cilindricas para encontrar o volume
do sélido G que € limitado pelo hemisfério z = /25— x* -y abaixo do plano xy, e

lateralmente pelo cilindro x* +y* =9.

O sblido G e a sua
projeccdo R no plano xy
mostram-se na figura. Em
coordenadas cilindricas,

a  superficie  superior

de G é o hemisfério

z=+/25-r> e a sua
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superficie inferior € o plano z=0. Assim, o volume de G ¢ V:”.[dv =
G

jdz}dA. Para o integral duplo sobre R, usamos coordenadas polares: V =
0

[W

25-r2 2z

3 273 3
dzdrd@ = 1'% drdg = [ [r25-r2drd6 = {—— 25— } do =
_([rzr M[rz > dr ”r r2dr J' r)/rO

Conversao de Integrais Triplos de Coordenadas Rectangulares em Cilindricas.

Por vezes um integral triplo que € dificil de integrar em coordenadas rectangulares
pode ser mais facilmente calculado efectuando a substituicdo x =rcosé, y=rsiné,
z =z para converter o integral em coordenadas cilindricas. Os integrais triplos em

coordenadas rectangulares e cilindricas podem ser relacionados pela equacéo

m' XY, z dV = ”jf rcosé,rsind,z)rdzdrdd. A ordem de integracdo pode ser

limites
apropriados

alterada, desde que os limites de integracdo sejam adequadamente ajustados.

3 V9-x2 9-x2-y?
Exemplo — Use coordenadas cilindricas para calcular I I Ixzdzdydx :
3_Jgx2 0

Em problemas deste tipo, € aconselhavel esbogar a regido

de integragdo G e a sua projeccdo R no plano xy. Dos
limites de integracdo z pode dizer-se que a superficie
superio de G é o paraboldide z=9-x*-y* e a
superficie inferior € o plano xy z=0. Dos limites de
integracdo x e y, vem que a projeccdo R é a regido no

plano xy limitada pelo circulo x*+y*=9. Assim,

L J ng([_xzzdzdydx m XV = [ j{ [r*cos mz}dA o

Prof. Alzira Dinis
78



Capitulo 1V — Integrais Multiplos

J'J'J.xzdvzj?ji[zr?’cosz9]?(rjdrdezzﬁ.gj.r rcos 0)rdzdrd = Tigf;3cos Gdzdrd 6 =
G 00 00 0 00 0

00 0

7 A 3
:]'J%(gr3—r5)coszédrd9=?[(%—r—;]cos Hl_od 2437 J'cos Ao = 243. %x

x(1+cos26)d6 = 2431,
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