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Capitulo T

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
(EDO)



Capitulo I — Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO)

Capitulo |

Uma equacdo diferencial ordinaria ¢ uma equacdo que contém uma ou Varias

derivadas de uma funcdo desconhecida, a que chamamos y(x) e que queremos

determinar a partir da equagdo; a equacdo pode também conter a prépria funcéo

y bem como funcd@es e constantes dadas.

Exemplo - y'=cosx; y"+4y=0 e xzy”'y'+2exy”=(x2 +2)y2 sdo exemplos de

equacdes diferenciais ordinarias.

A palavra ordinaria distingue estas equacfes das equacdes diferenciais parciais, nas
quais a funcdo desconhecida depende apenas de duas ou mais variaveis. As equagoes
diferenciais aparecem em muitas aplica¢cdes de Engenharia e também em aplicacoes
de sistemas fisicos e outros, envolvendo modelos mateméticos. Um exemplo simples
pode ser resolvido recorrendo a conhecimentos adquiridos em Anéalise Matematica.
Por exemplo, se uma populagdo — de humanos, animais, bactérias, etc — cresce a uma
taxa y'=dy/dx (x=tempo) igual a populagéo y(x) presente, 0 modelo populacional
é y'=vy, que é uma equacdo diferencial. Se nos lembrarmos da Analise que
y=e" (ou mais geralmente y=ce*) tem a propriedade y'=y, obtivemos uma

solugéo do nosso problema.

Como outro exemplo, se deixarmos cair uma pedra, entdo a sua aceleracdo
y"=d?y/dx? (x= tempo, como antes) é igual a aceleracdo da gravidade g (uma
constante). Assim, o modelo deste problema de queda livre é y"=g, com boa

aproximacao, uma vez que a resisténcia do ar ndo tem muito interesse neste caso. Por

integracdo, obtemos a velocidade y’ =dy/dx = gx+v, , onde v, é a velocidade inicial

com que o movimento foi iniciado (ex: v, =0). Integrando novamente calcula-se a
distancia percorrida y =ng2 +V,X+Y,, onde y, é a distancia a partir do ponto

inicial (ex: y, =0). Modelos mais complicados, como os que se indicam na figura

que se segue, necessitam de métodos mais refinados para a sua resolucao.
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Capitulo I — Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO)

Pedra a cair
y" = g = constante

Agua a correr

h'=—kh

¢ Velocidade

| v
Paraquedas

mv’ = mg —bv?

Resisténcia

Forca
R electro-
motriz
L E
Inductancia

Corrente I num

\
\

\Qstruidor
~~_ Curvade

" pérseguicao
Navio___
T ——
X
Problema de perseguicdo

Cabo de uma ponte
em suspensédo

circuito RL ) 3
LI'+RI =E y'=—y/a? -y y =kyl+y
|
(k) R 1
Desloca- L E I 0
I l mento
m y —
Corrente I num
Massa de vibracéo circuito RLC andul
numa mola " 1 , ) Pen o
my”+ky =0 LI"+RI +E:E 10" +gsind=0

Comegemos por classificar as equagOes diferenciais de acordo com a sua ordem: A

ordem de uma equacédo diferencial é a ordem da mais alta derivada que aparece na

equacao. Assim, as equacOes diferenciais de primeira ordem contém apenas y' e

podem conter y e funcGes de X ; podemos entdo escrever F(x, Y, y'): 0 ou por vezes

y'=f(xy).

Exemplo - y'+x =0 é uma equacio diferencial de 12 ordem; xy” —3xy'+y—-x*>=0 é

uma equacao diferencial de 22 ordem; (y”’)2 —4y" -2y =0 é uma equacdo diferencial

de 32 ordem.
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Capitulo I — Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO)

Conceito de Solugéo.

Uma solucdo de uma equacdo diferencial de primeira ordem num intervalo a< x<b
¢ uma fungdo y =h(x) que tem uma derivada y'=h’'(x) e satisfaz F(x,y,y’)=0
para todo 0 x pertencente ao intervalo; isto €, F(x,y,y’)=0 torna-se uma identidade

se substituirmos a fungdo desconhecida y por h e y’ por h'.
Exemplo — Verifique que y = x* ¢ uma solucdo de xy’ =2y paratodo o x.

Na verdade, y’=2x, e por substituigdo, xy’ = x(2x)=2y = 2x?, uma identidade em

X.

Por vezes uma solu¢do de uma equacgdo diferencial aparecerd como uma funcéo

implicita, isto ¢, implicitamente dada na forma H(x,y)=0 e é chamada uma solugéo

implicita em constraste com uma solugéo explicita y = h(x).

Exemplo — A funcdo y de x implicitamente dada por x*+y’-1=0 (y>0),
representando um semicirculo de raio unitario no meio-plano superior, € uma solugéo

implicita da equacéo diferencial yy' =—x nointervalo —1< x <1. Prove-o.

Uma vez que y é definida implicitamente, temos que derivar implicitamente a fungéo

dx  f(xy) 2y vy y

Veremos de seguida que uma equacdo diferencial pode ter - e em geral tera — muitas
solugdes. Este facto ndo é surpreendente se pensarmos que, dos conhecimentos que

temos de Anélise Matematica, a integracdo introduz constantes arbitarias.

Exemplo — A equacdo y'=cosx pode ser resolvida analiticamente. Da integracéo
resultam curvas do seno y =sinx+c com c arbitrario. Cada ¢ permite obter uma

curva, e estas sdo todas as solucbes possiveis que podemos obter analiticamente. A
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Capitulo I — Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO)

figura seguinte mostra algumas das cuvas possiveis de obter para
c=-2,-10,12, 3/ 4.

Este exemplo, simples, é tipico de

=)

muitas equacOes de primeira ordem.

M llustra que todas as solugbes sdo
/\/ representadas por uma Unica formula

el envolvendo uma constante arbitraria
\p,',\_}/;i/ c. E usual chamar a tal funcdo
/\/ envolvendo uma constante arbitraria

uma solucdo geral de uma equacdo diferencial de 12 ordem. Se escolhermos um

(@

determinado valor para ¢ (ex: ¢=2 ou 0 ou —5/3, etc) obtém-se uma solugao
particular da equacdo. Assim, y=sinx+c €& uma solucdo geral de y'=cosx, e
y=sinx, y=sinx—2, y=sinx+0,75, etc, sdo solucbes particulares.

Uma equacéo diferencial pode por vezes ter uma solucao adicional que ndo pode ser

obtida da solucdo geral e é entdo chamada uma solucdo singular. Por exemplo,
y'>—xy'+y=0 tem a solucio geral y=cx—c?, como pode comprovar-se por
diferenciacdo e substituicdo: Se c=1=y=cx—-c’=x-1. Entdio y'=1 e
y2-xy'+y=1"-xx1+x-1=0<1-x+x-1=0<0=0, Se c=2=y=
=2x—-22=2x-4. Entio y' =2 e y?P-xy'+y=2"-xx2+2x-4=0&
& 4-2x+2x-4=0<0=0, etc. y=cx—c? representa uma familia de linhas
rectas, uma linha para cada c. S&o estas as solugfes particulares que se mostram na

figura. A substituicio mostra também que a pardbola y=x?/4 é também uma
solugdo. Vejamos: Se y = x?/4 entfo i

!

y'= e yE -y =

X
2
= +
4
H
2 2 5y2 2 -0 o
+XZ=0@X2#=0@0=0 %
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Capitulo I — Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO)

Esta é uma solugdo singular de y'?> —xy’+y=0 porque ndo a podemos obter de

y = cx —c? através de um ¢ adequado.

As condigdes sob as quais uma determinada equacdo diferencial tem solugdes séo
bastante gerais. Existem no entanto equacOes relativamente simples que ndo tém

solucéo e outras que ndo tém uma solucéo geral.

Exemplo - A equacdo Yy = -1 ndo tem solucdo para y real — ndo é possivel derivar
uma funcdo real tal que da sua derivada ao quadrado resulte um nimero negativo. A
equacdo |y'|+|y|=0 ndo possui uma solugdo geral porque a sua Unica solucdo é

y=0.
Aplicagdes. Modelagdo. Problemas de Valor Inicial.

As experiéncias mostram que uma substancia radioactiva se decompde a uma taxa
proporcional a quantidade presente. Comecando com uma dada quantidade de
substéncia, digamos, 2 gramas, num determinado momento, por exemplo t =0, 0 que
pode ser dito quanto a quantidade disponivel num momento mais tardio?

O primeiro passo consiste em estabelecer um modelo matematico — uma equacéao

diferencial — do processo fisico. Note-se por y(t) a quantidade de substancia ainda

presente no instante t. A taxa de variagdo é dy/dt. De acordo com a lei fisica que

rege o processo de radiacdo, dy/dt é proporcional a y: % =ky . Entdo y € afuncéo

desconhecida, que depende de t. A constante k é uma constante fisica definida cujo

valor numérico é conhecido para diversas substancias radioactivas. (No caso do radio

Ra”, por exemplo, tem-se k ~-1.4x10™ s) Uma vez que a quantidade de

substancia é positiva e diminui com o tempo, dy/dt é negativo, e portanto também k

0 é. Podemos verificar que o processo fisico em consideracdo € descrito
matematicamente por uma equacéo diferencial de 1# ordem. Assim, esta equacao € o
modelo matematico deste processo fisico. Sempre que uma lei fisica envolve uma
taxa de variagdo de uma funcéo, tal como velocidade, aceleracéo, etc, leva-nos a uma
equacdo diferencial. Por este motivo as equagdes diferenciais sdo frequentemente

encontradas na Fisica e na Engenharia. O segundo passo consiste em resolver a

Prof. Alzira Dinis



Capitulo I — Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO)

equacao diferencial. A equacéo %: ky diz-nos que se existe uma solugdo y(t), a

sua derivada deve ser proporcional a y. De Analise Matemética sabemos que as

fungdes exponenciais tém esta propriedade. Por diferenciacéo e substituicdo podemos

ver que uma solucdo para todo o t é e uma vez que (ek‘) =ke", ou mais
geralmente, y(t)=ce" com uma qualquer constante ¢ porque y'(t)=cke™ =ky(t).

Uma vez que c é arbitraria, y(t)=ce" é uma solugéo geral de _ ky por definicao.

dt
O terceiro passo consiste na determinacdo de uma solugdo particular para uma
condicdo inicial. Uma vez que este processo se comporta de forma Unica e, sendo
assim, a solucgdo particular a obter deve ser Unica. A quantidade de substancia num

determinado momento t dependera da quantidade inicial y=2 gramas no momento
t=0,o0u y(O): 2, a que chamamos condicdo inicial e é usada para encontrarmos c:
y(0)=ce** =ce’=2<c=2. Com c=2 temos a solugdo particular y(t)=2e".
Assim, a quantidade de substancia radioactiva decresce exponencialmente com o

tempo, 0 que estd de acordo com as experiéncias. O Ultimo passo consiste na

verificagdo. Da Ultima equacdo vem %szek‘zky e y(0)=2¢"=2. Entdo, a

fungdo y(t)=2e" satisfaz a equagio % =ky bem como a condigdo inicial y(0)=2.

Este passo é extremamente importante porque nos mostra se a funcdo é ou nédo
solucéo do problema.

Uma equacdo diferencial com uma condigéo inicial, como no exemplo anterior, €
chamada um problema de valor inicial. Com x como variavel independente — em vez
de t - tem a forma y'= f(x,y), y(x,)=Y, onde x, e y, sdo valores dados. (No
exemplo anterior x,=t,=0 e y,=y(0)=2.) A condicdo inicial y(x,)=y, é

utilizada para determinar um valor de ¢ na solugéo geral.

Exemplo — Encontre a curva que passa pelo ponto (1,1) no plano xy que tem em cada

um dos seus pontos o declive —y/x.

Prof. Alzira Dinis
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v A funcdo que nos da a curva desejada

tem que ser uma solucgdo da equagao

\ diferencial y'=—l. Veremos mais
X

tarde como resolver tal equacéo.

Entretanto podemos verificar que a

2 % ' Y & c
5 solugdo geral de vy =% é y=;.

Se esta for a solugdo entdo devemos

ter y=1 quando x=1. Esta
/ condicdo inicial y(1)=1 permite

obter ¢ =1 e como resposta a solugéo particular y =1/x.

Equac0es Diferenciais Separaveis.

Muitas equacOes diferenciais de primeira ordem podem ser reduzidas a forma
g(y)y'= f(x) através de manipulagdes algébricas. Uma vez que y’'=dy/dx, é
conveniente escrever g(y)dy = f(x)dx, mantendo em mente que se trata apenas de

um outro modo de escrita. Tal equacdo é chamada de equacéo separavel ou equagéo

de variaveis separaveis, porque as varidveis x e y sdo separadas de modo que X
apareca apenas a direita e y aparece apenas a esquerda. Para resolver g(y)y’ = f(x)

podemos integrar ambos o0s membros em relacdo a x, obtendo
jg(y)%dx:j f(x)dx+c<:>jg(y)dy=j f(x)dx+c. Se partirmos do principio de

que f e g sdo fungbes continuas, os integrais existirdo e através do seu célculo

obteremos a solugdo geral de g(y)y’ = f(x).
Exemplo — Resolva a equacéo diferencial 9yy'+4x=0.

Separando as varidveis obtém-se 9ydy = —4dx . Efectuando a integracdo em ambos 0s

2 2
membros obtém-se a solucdo geral: J'9ydy = J'— 4xdx < 9y7 = —4% +Cc &

Prof. Alzira Dinis



Capitulo I — Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO)

Q%y2=—2xz+5- Assim, X?ﬁt—:c (c=1c—8). A solucdo representa uma

familia de elipses.

Exemplo — Resolva a equagéo diferencial y’ =1+ y?.

Separando as  varidveis e por integracdo  obtemos 1oy = dx,
+y
j dy :jdx<:arctany:x+cc>y:tan(x+c).
1+y?
Exemplo - Resolva o0 seguinte problema de wvalor inicial (PVI)
y +5x‘y?* =0, y(0)=1.
S . dy 4 1 5
Separando as variaveis e integrando, obtemos —-=-5x"dx, —-—=-X"+c,
y y
y= . Atendendo & condigdo inicial tem-se y(0)=i=1<:>c=—l. Assim
X —C —C
y = 1
x°+1

Exemplo — Resolva o problema de valor inicial y' = ky, y(O) =2.
Separando as  variaveis e integrando, dy =k, In|y| =kx+C <
y

o y=e"C =eMe® =ce® . Para x=0=y=2=ce"" =c= y=2e".
Reducdo a Forma de Variaveis Separadas.

Determinadas equagdes diferenciais de primeira ordem ndo sdo separaveis mas podem

ser transformadas nestas através de uma simples mudanca de variaveis. Se tivermos

uma equacgao do tipo y' = g[%] onde g é uma qualquer funcéo de y/x, por exemplo

Prof. Alzira Dinis



Capitulo I — Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO)

(y/x)3, sin(y/x), etc. A forma da equagio sugere que estabelegamos Y _u. Entdo
X

y=xu, y' =xUu+xu'=u+xu’. Sendo assim, em vez de y’=g(lj tem-se
X

u+xu’=g(u). Podemos agora separar as variaveis u e X: xu’=g(u)—u<:>

du du dx . .
o X—= g(u)—u & ————=—. Se integrarmos ambos 0s membros e apos a

dx glu)-u x
integragdo substituirmos u novamente por y/x, obtém-se a solucdo geral de
y' = g(lj COMO Vemos a seguir.
X
Exemplo — Resolva 2xyy’'—y* +x° =0.

2xyy’ —y? + x?
XZ

2
Comegemos por dividir por x*> — 0= 2) y'—(lj +1=0. Se
X

X
fizermos uma mudanga de variavel: u ~ Y ¢ utilizarmos a equacao que ja vimos
X

anteriormente y’=u-+xu’, vem 2u(u+u'x)—u®+1=0. Assim 2xuu’+u’+1=0.

Separando as variaveis teremos 2xu 3—“ +u? +1=0< 2xudu+dx(u® +1)=0 <

X

<:>2xudu:—dx(u2 +1)<:> ngu :—%. Por integragdo tem-se J'ngu = —%.
us+1 X u+1 X

Facamos nova mudanca de variavel com w=u? +1= dw = 2udu = Id—w = —%.
w X

Entdo Injw/=—-Inx|+C < In‘u2 +ﬂ =—Inx+t < In(u2 +1)= —~In[x|+€. Podemos

N c
agora efectuar a substituicdo de u por < : I(u? +1):—In|x|+lnc<:> In(u? +1)=In=
X X
c u)’ c y? c vy’ c
eu+l=—"=|—| +l=— S+l=" xxX"+x ==X’ © y* +x* =cx,
X X X X X X X

3 2
Exemplo — Resolva o problema de valor inicial y’' = Yy M, y(\/;): 0.
X y

Prof. Alzira Dinis
10



Capitulo I — Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO)

Vamos definir u=Y. Entio y=xu e Yy =xu"+u, e a equacdo fica
X
, 2x2 cos x* e . . 2x%cosx?
Xu'+u=u+———. Simplifiguemos algebricamente xu'=—<
u u

du
< Xu'U =2x%cosx? < uu’ = 2xcosx? < ud— = 2XC0s x> < udu = 2xcos x’dx =
X

:>J'udu=_[2xcosx2dx. Fazendo uma mudanca de variavel vem w=x*=

2 2 2 2
:>dW=2XdX:>u7=J.COSWdW<:>u7=SinW+C©w=SinXZ+C©y—2=
X

=2sinx* +2c <y’ = x2(25in x? +2c)<:> y = x2(2sin x? +2¢) = xv/2sin x* + 2c .

Segundo a condicdo inicial: x = Jr = y=0= J;\/Zsin(\/;)z +2¢c =/r2x0+2c

istoé, c=0.
Equacoes Diferenciais Exactas.

Lembremo-nos de Anlise que se uma funcdo u(x,y) tem derivadas parciais

. . . ) u «
continuas, o seu diferencial total ou exacto é du = Z—udx +%dy. Segue-se entdo que
X

se u(x,y)=c =constante, entdo du=0. Vejamos um exemplo de uma funcio de

duas  variaveis:  se u=x+x’y*=c, entdo du =M+ a—udy =
OX oy
3
= (1+ 2xy3)dx+3x2y2dy =0 ou a_ y' = L gxz (com MM derivadas
dx 33Xy OX oy

parciais), € uma equacdo diferencial que pode ser resolvida se voltarmos para tras.
Este conceito origina um poderoso método de resolu¢do como veremos.

Uma equagéo diferencial de 12 ordem da forma M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 é chamada

. . ou ou
exacta se o lado esquerdo for o diferencial total ou exacto du = a—dx + 5dy de uma
X

funcio u(x,y). Entdo a equacio diferencial M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 pode ser
escrita como du=0. Por integracdo obtemos imediatamente a solucdo geral da

equacdo diferencial na forma u(x,y)=c. Comparando M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

Prof. Alzira Dinis
11



Capitulo I — Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO)

ou ou o, - x
com du :a—dx+—dy =0 vemos que a primeira é exacta se existir uma fungédo
X

u(x,y) tal que Z—u: Me %u: N . Suponhamos que M e N s&o definidas e tém
X

derivadas parciais continuas numa regido no plano xy cuja fronteira € uma curva

fechada e ndo tem auto-intersecgcdes. Sendo assim, se as fungbes sdo continuas as

o%u ON 0°u . . . OM 0N
e —= sdo iguais: — =—. Esta

, .. oM
segundas derivadas parciais: — = — =
oy  oyox OX  Oxoy oy  oOX

condicdo é ndo somente necessaria mas tambem suficiente para que Mdx+ Ndy seja

um diferencial exacto. Se M(x,y)dx+ N(x, y)dy =0 é exacta, a fungdo u(x,y) pode

. . " u
ser encontrada por tentativas ou de uma forma sistematica. De Z— =M podemos
X

integrar em ordem a x: u = _[ Mdx + k(y); nesta integracdo y € considerado constante

e k(y) desempenha o papel de uma constante de integracdo. Para determinar k(y),

deriva-se ou/dy de u=.[de+k(y), utiliza-se %uzN para calcular dk/dy, e

integra-se dk/dy para encontrar k. A férmula u = j Mdx + k(y) foi obtida a partir de

ou - . - ou x
— =M. Em vez desta ultima, podemos igualmente utilizar EZN' Entdo

OX

obteremos U = I Ndy+1(x). Para determinar 1(x) derivamos ou/dx de

u= J' Ndy +1(x), usamos Z—u =M para calcular dl/dx e integramos.
X

Exemplo — Resolva (x® + 3xy? Jdx + (3x?y + y* Jdy = 0.

O 1° passo consiste em saber se se trata de uma equacdo diferencial exacta: a equacéo
é da forma M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 com M =x®+3xy?, N=3x’y+y>. Assim

™M =6xy, (;—N =6xy. Uma vez que %vl = (Z—N entdo a equacdo diferencial é exacta.
X X

oy

O 2° passo consiste no seguinte: de u=Ide+k(y) obtemos

u= _[(x3 +3xy? hix+ k(y) :%x“ +gx2y2 +k(y). Para encontrar k(y) diferencia-se

Prof. Alzira Dinis
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. - . ou ] u
esta formula em ordem a y e utiliza-se a férmula E:N. Obtém-se %:

o(l 4 3 2, 2 dk 2 3 . dk 2 3
=—| =X"+—=X +k =3XYy+—=N=3x"y+Vy°. Entdo —=3Xy+y° —
6y(4 S XY (y)j Ay y+y & y+y

—3x2y=y3:>k=_|'%=_|'y3=y—4+6 Tem-se assim, u(x y):1x4+§x2y2+
dy 4 ' 4 2

4
+k()/)=%x4+%x2y2 +y7+6:>%(x4+6x2y2 +y')=c.

O 3° passo consiste na verificacdo: Note-se que este método nos da a solucdo na

forma implicita, u(x,y)=c = constante e nio na forma explicita, y = f(x). Para a
verificagdo podemos diferenciar u(x,y)=c implicitamente e ver se nos conduz a

dy/dx=—M/N ou Mdx+ Ndy =0, a equagdo dada. No caso presente, diferenciando

u(x, y):%(x4+6x2y2+y4)=c implicitamente em relagdlo a x, obtemos:
1 3 2 1 2 ’ 3y,
u, (x, y)=z(4x +12xy ) u,(x, y)=Z(12x yy' +4y%y ) Juntando os termos tem-se

%(4x3 +12xy? +12x2yy’+4y3y'): 0 x° +3xy* + y’(3x2y+ y3)= 0, o que € igual

a M+Ny'=0 com M=x*+3xy*> e N=3x’y+y® Logo M+Ng—y=0<:>
X

< Mdx+ Ndy =0.
Exemplo — Resolva a equagdo ydx —xdy =0.

Vemos que M =y, N=-x, entdo aﬂ=1 mas a—N=—1. Como @ia—N a
oy OX oy  oX

equacdo ndo e exacta. Vamos mostrar que em tal caso, o0 método ndo funciona:
ou 0
u=|Mdx+k(y)=|ydx+k(y)=xy+kly). Entdo — =—(xy+Kk(y))=x+k'(y) o
[ kly)= [yt kly) =y +Kly). Entio 5= (g k{y) = x+K ()

que deveria ser igual a N = —x 0 que é impossivel pois k(y) s6 depende de y . Teria

que ser resolvida por outro dos métodos ja discutidos.

Prof. Alzira Dinis
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Factores Integrantes.

Por vezes tem-se uma equacdo P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 que ndo é exacta, mas se a
multiplicarmos por uma funcéo adequada F(x, y), a nova equacao FPdx+ FQdy =0
¢ exacta e pode ser resolvida pelo método anterior. A fungio F(x,y) é entfo chamada
um factor integrante de P(x, y)dx +Q(x, y)dy = 0. Vejamos alguns exemplos simples

e entdo veremos como obter factores integrantes de um modo sistematico.

Exemplo — Mostre que a equacéo diferencial ydx —xdy =0 ndo é exacta, mas tem um

factor integrante, nomeadamente, F =1/x? , e resolva a nova equaco.

A equagcdo é da forma P(x, y)dx +Q(x,y)dy =0 com P=y e Q =—x. Uma vez que

%3 =1 mas aa—Q = -1, a equacio nio é exacta. Multiplicando por F =1/x? , obtém-se
X
a equacdo exacta: FPdx+ FQdy = ydx;zxdy =— [l) 0= =¢ temos portanto
X X

linhas rectas y=cx que passam pela origem. Outros factores integrantes de

ydx — xdy = 0 s30 1/y?, 1(x? +y?) pois ydx;zxdyzd(ij’

y y
M — _d(arctan lj, M = d(lni]
X" +y X Xy y

Exemplo - Verifique que F(x)=x> §é wum factor integrante de
2sin(y? Jdx + xycos(y? Jdy = 0 e encontre a solugao geral.
oM oN

Zsin(yz)zM, xycos(yz)zN, EzZCos(yz)-2y=4ycos(y2) e =

= ycos(y?)-1 = sfo diferentes.

Multipliguemos a equagio - ndo exacta, como vimos — por x*. Temos assim:

2x° sin(yz)dx + x“ycos(y2 )dy =0. Vejamos se é exacta: %’I = 4x3ycos(y2)= 2—'?(' :

Prof. Alzira Dinis
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Vamos  resolver  normalmente:  u= _|' Mdx +k(y) = J'2x3 sin(y? Jax + k(y) =

- %ex“ sin(y?)+ k(y)]

4

= Zsin(yz)xT +k(y)= %X“ Sin(y2)+ k(y),

ou
oy
4

=X7cos(y2)2y+%= x4ycos(y2)+%: N = x4ycos(y2)<:>%=03 k=c¢C.

u(x,y)= %x“ sin(y?)+¢ = x*sin(y?)=c.

Como Encontrar os Factores Integrantes.

Nos casos mais simples, os factores integrantes podem ser encontrados apds algumas

tentativas. No caso geral, a ideia consiste no seguinte: a equacdo FPdx+ FQdy =0

tem a forma Mdx+Ndy=0 com M =FP e N =FQ, e torna-se exacta pela
— . « g .x OM ON
definicdo de um factor integrante. Entdo o critério de exactiddo — = X é agora
X

0 0 . . o X

E(FP)ZG_(FQ)' isto ¢, F,P+FP, =FQ+FQ, - o sub-indice refere-se as
X

derivadas parciais. No caso geral, isto seria complicado e inuatil. Devemos entdo

seguir a Regra de Ouro, isto é, se ndo se consegue resolver o problema deve

resolver-se um mais simples — o resultado pode ser util, e pode ajudar mais tarde.

Entdo, procura-se um factor integrante que dependa apenas de uma varidvel,;

felizmente, em muitos casos praticos, existem tais factores, como veremos. Assim,

seja F=F(x). Entdo F,=0 e F, =F'=dF/dx, portanto %(FP):%(FQ)

torna-se FP, = F'Q+ FQ,. Dividindo por FQ e reordenando os termos, tem-se

1dF_1(P_2Q
oy OX

— ——=, 0 que prova os teoremas:
Fdx Q

Teorema — Se P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 ¢é tal que o membro direito de

1dF _1(oP &Q
Fdx Q

———j, chamemos-lhe R, depende somente de x, entdo

oy OX
Pdx+Qdy=0 tem um factor integrante F=F(x), que é obtido integrando

Prof. Alzira Dinis
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1dF—1(@—@j e tirando o0s expoentes em ambos 0s membros,

Fdx Qlay ox

F(x):epr'R(x)dx. Similarmente, se F=F(y), entio em vez de
id_F:i E_@ teremos id_in @_ﬁ

Fdx Qloy ox Fdy Plox oy

Teorema - Se P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 ¢é tal que o membro direito de

1dF 1({0Q oP o
——=—| —=—-——, depende somente de y, entdo P(x, y)dx+Q(x,y)dy =0 tem
L ARP) y. entgo Plx,y)bx+Qlx, y )iy

um factor integrante F = F(y), que é obtido de id—in Q_o® na forma
Fdy P{ox oy

F(y)=exp [R(y)dy.
Exemplo- Resolva 25in(y2)dx + Xy cos(y2 )dy =0 utilizando o primeiro teorema.

) . 1dF 1(oP 0Q
Tem-se P =2sin(y?), Q =xycosly?), entdo de =——==—| ——-—| tem-se do
). Qe oo e 1971 0]

. 1 3 ,
lado direit =R), R= 4 ?)- 2)==
ado direito (=R) Xy cosly? ( ycos(y ) ycos(y )) . & assim
F(x)= epr'de =x* como se tinha verificado no 2° exemplo.
X

Exemplo - Resolva o problema de valor inicial 2xydx+(4y+3x2)dy=0,
y(0,2)=-15.

Apliquemos os dois teoremas. Aqui, P =2xy, Q =4y +3x°, a equagio nio € exacta,

0 membro direito de éd—F = ita—P—i—QJ depende quer de x, quer de y, mas o
X

dx Q\oy
membro direito de —9F ~L[Q_P) F?:L(GX—ZX):E. Assim
Fdy P{ox oy 2Xy y

F(y)=y? é um factor integrante da forma F(y)= expjﬁ(y)dy. A multiplicag&o por

Prof. Alzira Dinis
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y* déa a equacdo exacta 2xy3dx+(4y3 +3x2y2)dy =0, que podemos escrever como
4y3dy + (2xy3dx + 3x2y2dy): 0. Esta equacio pode ser resolvida pois é uma equagao

. . . oM
diferencial exacta: M =2xy®, N =4y®+3x?y?. Assim E = 6xy?, Z—N:6xy2,
X

logo % = % (6 exacta). u =Ide+ k(y)= .[ny3dx+ k(y)=x2y* +k(y),
ou » o dk

— =3x°y* +— =N =4y® +3x*y?. Entio %=4y3 e k=I4y3dy=y4+E. Logo
dy dy

u(x,y)=x?y* + y* = c. Daqui obtemos 0,2*(~1,5)° +(~15)" = 4,9275 pela condigdo

inicial.
Equacoes Diferenciais Lineares.

Diz-se que uma equacéo diferencial de primeira ordem é linear se pode ser escrita na
forma: y'+ p(x)y = r(x). O trago caracteristico desta equagao consiste no facto de ser
linear em y e y', enquanto que p e r a direita podem ser quaisquer funcbes dadas
de x. Se r(x) for igual a zero para todo o x no intervalo no qual a equagdo €
considerada, (r(x)=0), diz-se que a equagio é homogénea, de outro modo diz-se néo
homogénea. Encontremos uma férmula para a solugéo geral de y' + p(x)y = r(x) num
intervalo |, assumindo que p e r sdo continuas em | . Para a equacdo homogénea

y'+p(x)y =0 isso é muito simples. Na verdade separando as variaveis tem-se

dy__

§ p(x)dx, assim In|y| :—J' p(x)dx +c” e retirando os expoentes em ambos 0s

lados vem y(x)=ce_jp(x)dX (com c=x+e° quando y=0). Se suposermos c=0
obteremos a solucdo trivial y=0. Tratemos de resolver a equa¢do ndo homogénea
y'+ p(x)y = r(x). Acabamos por verificar que possui a propriedade de ter um factor
integrante dependendo somente de x. Primeiro escrevemos y'+ p(x)y =r(x) na
forma (py —r)dx +dy =0, ou seja, Pdx+Qdy =0, onde P=py-r e Q=1.Entdo a

. 1dF 1(oP 0Q) .. . 1 dF ,
equagio —— = —| ———=| fica simplesmente —— = p(x). Uma vez que s6
Fdx Qloy ox F dx

depende de x, a equagdo y’+ p(x)y =r(x) tem um factor integrante F(x), que é
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obtido directamente por integragdo e exponenciacdo: F(x)=eI "~ como

anteriormente para obter F(x expj x)dx. A multiplicacdo de y'+ p(x)y = r(x)

r

por F da ejpdx(y’+ py):(efpdxy) NLNS Integremos agora em relagdo a x,

ejp y= jejp rdx+c e resolvamos em relacdo a y: y( Ue rdx+cJ com
h= J' p(x)dx . Isto representa a solugéo geral de y’+ p(x)y = r(x) na forma de um

integral. (A escolha da constante de integracdo em _[ pdx ndo interessa.)

Exemplo — Resolva a equacéo diferencial linear y'—y =e*

Aqui p=-1,r=e*, h= .[pdx I dx=—x ede y(x)= Ue rdx+cJ obtemos a
solugdo geral y(x)=¢" Ue‘xezxdx + CJ= e*le’ + c]z ce* +e”. Alternativamente
h —-X

podemos  multiplicar a equagdo dada por e'=e™", encontrando

(y’—y)e‘X :(ye‘*) =e”e ™ =e* e integrando em ambos os membros, obtendo o

mesmo resultado que antes: ye ™* =e* +c =y =e* +ce”.

Exemplo — O tanque na figura contém 200 gal de 4gua na qual estéo dissolvidos 40 Ib

de sal. 5 gal de agua salgada contendo N

2 Ib de sal dissolvido, entram no —% @\
| S VS

tanque por minuto e a mistura, - — /_,

mantida uniforme por agitagdo sai do 1

tanque & mesma velocidade. Encontre a quantidade de sal y(t) no tanque em qualquer

momento t.

1° passo — Modelagdo matematica: a taxa de alteragdo y'=dy/dt de y(t) iguala o
fluido de entrada 5x2 =10 (Ib/min) de sal menos o fluido de saida. O fluido de saida
(Ib/min) é (5/200)x y(t)=0,025y(t) porque y(t) é a quantidade total de sal no tanque
e 5 gal/200 gal é a fraccdo de volume que sai por minuto. Alternativamente, y(t) éa

quantidade total de sal, entdo y(t)/200 é a quantidade de sal por galdo, e 5 gal/min
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saem. Assim o modelo ¢ y'=10-0,025y, isto €, o problema de valor inicial:
y'+0,025y =10, y(0)=40.

2° passo — Resolucdo da equacgédo: em y(x)=e‘“Uehrdx+cJ com t em vez de x,
temos p=0,025, h=0,025t, r=10 e teremos a equagdo geral

10

t)= —0,025t 0,025t 10dt — —0,025t
y(t)=e [je +c] e {0,025

0025t C} =ce %" +400. A condicio

inicial y(0)=c+400=40 origina c=-360 e como resposta a solugdo particular

y(t) = 400 — 360e > (Ib).
Reducdo a Forma Linear. Equacao de Bernoulli.

Certas equacdes ndo lineares podem ser reduzidas a forma linear. O caso mais famoso
consiste na equagdo de Bernoulli: y'+ p(x)y = g(x)y* (com a um ndmero real
qualquer). Se a=0 ou a=1, a equagdo € linear. De outro modo é ndo-linear.
Definamos u(x)=[y(x)["*. Diferenciemos e substituamos y’ por g(x)y® — p(x)y
obtendo u’=(1-a)y*(gy* - py)z(l—a)(g— py®), onde y**=u a direita, de

modo a obtermos a equacéo linear u'+(1—a)pu = (1-a)g .

Exemplo — Resolva a equacdo de Bernoulli especial, chamada a equagédo de Verhulst:

y'— Ay = -By® (A, B constantes positivas).

-1

Aqui, a=2, portanto u=y~ e por diferenciacdo e substituicio de y' de
y'— Ay =-By*, vem u’=—y’2y'=—y’2(—By2+Ay)=B—Ay’l, isto &,

u'+Au=B. De y(x):e‘hUe“rdx+cJ com p=A, h=Ax e r=B obtemos
—AX Ax —AX B Ax —AX B - ~
u=e [_[Be dx+c]:e Xe +c|=ce +K 0 que permite obter a solugéo

1 1 .
eral y==—=————" ¢ directamente de y'— Ay = —By? vemos que y=0 é
g y J (B/A)+ce““ y y y que y

também uma solucdo. A equacdo y = ¢ chamada a lei logistica do

1
(B/A)+ce™
crescimento populacional, onde x representa o tempo. Para B =0 o crescimento é
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exponencial:  y=(l/cle”™  (Lei de Populagio y &

Malthus). — By? é um termo de paragem, &

impedindo a populagdo de crescer sem A/B //"

limite. Na verdade, a lei logistica mostra /
>

que populacdes inicialmente pequenas Tempo x

(0< y(0)< A/B) aumentam uniformemente até A/B, enquanto que populagdes
inicialmente grandes (y(0)> A/B) decrescem uniformemente até ao mesmo limite
A/B:

A lei logistica tem aplicagdes muito Uteis no que diz respeito a populacdes de

humanos e também no tocante a populagdes de animais.
Entrada e Saida.

As equactes diferenciais lineares tém varias aplicacGes. A variavel independente x
representa na pratica frequentemente o tempo; a funcédo r(x) no membro direito de
y'+ p(x)y =r(x) pode representar uma forga, e a solugdo y(x) um deslocamento,
uma corrente, ou uma qualquer outra variavel representando uma quantidade fisica.
Em matematica de engenharia r(x) ¢ frequentemente denominada a entrada, e y(x) é

chamada de saida ou resposta a entrada (e condi¢des iniciais).
Solugdes Aproximadas: Campos Direccionais, Iteragéo.

As solugdes aproximadas de uma equacdo diferencial tém interesse pratico se a
equacdo ndo tem uma formula de solugdo exacta explicita ou se a férmula é
demasiado complicada para ter um interesse pratico. Podem entdo utilizar-se métodos
numericos ou podemos usar o método dos campos direccionais, atraves do qual
podemos esboc¢ar muitas curvas solucao simultaneamente — sem resolver, na pratica, a

equacéo.
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Método dos Campos Direccionais.

Este método aplica-se a qualquer equacdo diferencial y'= f(x,y). A ideia €é
simplesmente esta: y’ é o declive das curvas solucdo desconhecidas. Se uma tal curva
passa por um ponto P: (x,,Y,), 0 seu declive em P deve ser f(x,,y,), como
podemos ver directamente de y' = f(x, y). Assim poderiamos desenhar em diversos
pontos elementos lineares, significando segmentos curtos que indicam as direcg0es
tangentes das curvas solu¢do como determinadas por y' = f(x, y), e depois efectuar o
ajustamento das curvas solucio através deste campo de direcgdes tangentes. E melhor
e mais econémico se representarmos primeiro curvas de declive constante
f(x, y) = constante — portanto, ainda n&o sio estas as curvas solugio — a que também
se chama isoclinas — significando curvas de iguais inclinagdes. Depois, como segundo
passo, desenhamos ao longo de cada isoclina, f(x, y): k =constante, muitos
elementos lineais de declive k. O que se obtém é chamado de campo direccional de

y'=f(x,y). Como terceiro passo, podemos agora eshocar curvas solugio
aproximadas de y'= f(x, y), guiadas pelas direccBes tangentes fornecidas pelos

elementos lineais. E suficiente para ilustrar o método através de uma equacao simples
que pode ser resolvida de forma exacta, para que possamos ter uma ideia da precisao

do método.

Exemplo — Represente graficamente ¥ -
- % x2-1)/2

\

0 campo dieccional da equagdo

—<<

diferencial de primeira ordem
y'=Xy e uma aproximagdo a curva
solugio através do ponto (1,2).

Compare com a solugéo exacta.

As iséclinas sdo as hipérboles £

equilaterais xy =k juntamente com

0S dois eixos coordenados.

Representamos graficamente alguns

deles. Depois representamos elementos lineais fazendo deslizar um triangulo ao longo
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de uma régua fixa. O resultado é mostrado na figura que também mostra uma

aproximago a curva solugdo que passa pelo ponto (1,2). Separando as variaveis

tem-se y = 2 A condigo inicial é y(1) = 2. Portanto 2 = Ce/? e «sc=2e 2

1 x?

X2 1
easolucdoexacta y= =2e %e? < 2e? 2

=y= 2el 2.

Método de Iteragdo de Picard.

O meétodo de Picard fornece solucdes aproximadas de um problema de valor inicial

y'=f(x,y), y(x,)=y, que se assume ter uma solugdo Gnica num intervalo aberto
no eixo dos x contendo Xx,. O método ndo é muito pratico porque envolve

integracdes. Sera no entanto discutido essencialmente por duas razoes:

1. O método de Picard é a base dos teoremas de existéncia de solucéo e de solugédo
unica;

2. O método de Picard ilustra a ideia dos métodos iterativos, nos quais se realizam
diversos passos de calculo ou computacionais pela mesma regra mas com
alteracOes dos dados — normalmente os obtidos no passo anterior, COmo veremos.

Os métodos iterativos sdo utilizados bastante frequentemente em Matemética

Aplicada particularmente em Calculo Numérico. A ideia do método de Picard é

simples. Por integragdo podemos ver que y' = f(x,y), y(x,)=, pode ser escrita na
forma y(x) =y, + J': f[t, y(t)[dt onde t representa a variavel de integragéo. De facto,
quando x=x, o integral é zero e y=y,, de forma que a expressdo

y(x) =y, +J':0 f[t, y(t)[dt satisfaca a condicéo inicial y(x,)=y,; para além disso,

diferenciando y(x)=y0+.[;f[t, y(t)[dt obtém-se a equacdo diferencial em
y'=f(x,y) com y(x,)=y,. Para encontrar aproximacdes a solucdo y(x) de
y(x)=y, + J‘:O f[t, y(t)ldt procede-se do seguinte modo: substitui-se a aproximagio
y =Y, =constante a direita; isto permite obter a presumivelmente melhor

aproximagdo v, (x)= y0+.|'xX f(t,y,)dt. No préximo passo substituimos a fungdo
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y,(x) do mesmo modo para encontrar a aproximag&o y,(x) =y, + LX f[t, y,(t)ldt, etc.

O n-ésimo passo desta iteracdo da-nos uma fungdo  aproximada

vy, (x) =Y, +.[:0 f[t,y,,(t)ldt. Desta forma obtemos a sequéncia de aproximagdes

vi(x), ¥,(x), ..., ¥,(x), ..., e veremos que esta sequéncia converge para a solugio

y(x) de y'=f(x,y), y(x,)=y, sob condigdes bastante gerais.

Exemplo — Encontre solugbes aproximadas para o problema de valor inicial
y'=1+y?, y(0)=0.
Neste caso, X, =0, y, =0, f(x,y)=1+y% e y,(x)=y, +IX f[t,y,,(t)dt torna-se

y,(x)=y, + _[OX [1+ ynzfl(t)]dt =X+ LX y2,(t)dt. Comegando com vy, =0 obtemos
: x _ x 1.s. (.ot
assim y,(x)= x+'|'O 0dt = x; y,(x)= x+.|-0 t2dt = x+§x3, ys(x) = X+J‘0 (t+€]dt =

1 2 1 . x
= x+§x3 +EX5 +-—x", etc. Podemos, evidentemente, obter a solucdo exacta do

nosso problema separando as variaveis (i2 =dx, I dy > = Idx & arctany =
l+vy 1+y

=X+C& y=tan(x+c), como vimos no 2° exemplo das equagOes diferenciais
separaveis), encontrando  y(x)= 5

Ya, Y, Vi

3+£x5+£x7 +..
15 315 5

(—£<x<£) Os primeiros 3
2 2

1
=tan X = X+ =X
3

termos de y,(x) e da série anterior

sdo  0s mesmos. A Série =
x+£x3 +£x5 +£x7 +o
3 15 315

T
converge para |x|<5, e tudo o que

podemos esperar é que a nossa
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sequéncia y,, Y,, ... convirga para uma fungéo que é a solucdo do nosso problema

T . N .- . N . fan
para |X < > o que ilustra que o estudo da convergéncia é de importancia pratica.

Existéncia de Solug&o e Solugdo Unica.

Até agora, para as equacOes consideradas existia uma solugdo geral e para um
problema de vaor inicial, por exemplo y'= f(x,y), y(x,)=y, consistindo numa
equagdo diferencial e numa condigdo inicial y(x,)=,, tem-se uma Unica solugio
particular. No entanto, é somente uma de trés possibilidades ilustrada pelos seguintes

exemplos: o problema de valor inicial |y’+|y|=0, y(0)=1 tem precisamente uma

N 1
solugdo, nomeadamente, y=5x2+1. O problema de wvalor inicial

xy'=y-1, y(0)=1 tem um ndamero de solugdes infinitas, nomeadamente,
y=1+cx onde ¢ é uma constante arbitraria. Destes trés exemplos vemos que um

problema de valor inicial pode néo ter solugdes, uma Unica solugdo, ou mais do que

uma solucdo. Isto leva-nos as seguintes duas questdes fundamentais:

Problema de existéncia — Sob que condi¢fes € que um problema da valor inicial da

forma y'= f(x,y), y(x,)=y, tem pelo menos uma solug&o?

Problema de solucdo Unica — Sob que condicbes é que o mesmo problema tem no

maximo uma solucao?

Os teoremas que esclarecem tais condi¢cbes sdo denominados respectivamente de
teoremas de existéncia de solugéo e teoremas de solugdo Unica. Evidentemente, 0s
nossos trés exemplos sdo tdo simples que podemos encontrar a resposta as duas
questdes simplesmente por inspeccdo, sem usar quaisquer teoremas. E no entanto
claro que em casos mais complicados — por exemplo, quando a equacéo ndo pode ser
resolvida por métodos elementares — os teoremas referidos podem ser de consideravel
importancia pratica. Mesmo quando se tem a certeza que 0s sistemas fisicos ou outros
se comportam de forma Unica, por vezes o modelo pode ser simplificado e ndo

fornecer uma imagem fiel da realidade. Assim, antes de se tentar calcular uma solucéo
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no computador, devemos certificar-nos que o nosso modelo admite solucéo Unica. Os
dois teoremas que se seguem aplicam-se a quase todos 0s casos praticos admissiveis.

O primeiro teorema diz-nos que se f(x,y) é continua numa regido do plano Xxy
contendo o ponto (xo,yo) - correspondente a condicdo inicial — entdo o problema
y'=f(x,y), y(x)=y, tem pelo menos uma solugdo. Se, para além disso a
derivada parcial of /oy existe e é continua nessa regido, entdo o problema tem

precisamente uma solucdo. Esta solucdo pode entdo ser obtida pelo método de
iteracdo de Picard.

Formulemos estas afirmagdes de modo preciso:

Teorema da existéncia — Se f(x,y) é continua em todos os pontos (x,y) num

rectangulo R: [x—X,|<a, |y—Y,|<b e confinada’ y A

em R, digamos |f(x,y)<k entdo o problema de

Yo +D

valor inicial y'=f(x,y), y(x,)=y, tem pelo Vo R

menos uma solugdo y(x). Esta solucdo é definida Yo -b

pelo menos para todo o x no intervalo |x—x0| <a Xo—& X Xp+a

onde « é 0 mais pequeno de dois nimeros a e b/k .

Teorema da solugdo Unica — Se f(x,y) e of /dy sdo continuas para todo (x,y) nesse

rectangulo R e confinado, digamos |f|<k; |6f /oy|<M para todo (x,y) em R,
entdo o problema de valor inicial y'= f(x,y), y(x,)=Y, tem no maximo uma
solugio y(x). Entdo, pelo primeiro Teorema, tem precisamente uma solugéo. Esta
solugdo é definida pelo menos para todo o x naquele intervalo |x - x0| < a . Pode ser

obtida pelo metodo de Picard, isto & a sequéncia Y,, VY,, .-, Y., ..., onde

y,(x)=y, + LXO ft,y,,(t)dt, n=12,..., converge para a solucéo y(x).

* Diz-se que uma funcéo f(x,y) estd confinada quando (x, y) varia numa regido no planoxy, se
existir um ntmero k tal que |f(x,y}sk quando (x, y) se encontra nessa regido. Por exemplo,
f =x?+y? estd confinada com k=2 se |x|<1 e |y|<1. A fungio f =tan(x+y) ndo esta

confinada para |x+ y| < % .
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N&o provaremos estes teoremas, que exigem elevado conhecimento de convergéncia

de séries, mas veremos exemplos que clarificam a situagao.

Uma vez que y'= f(x,y), a condigdo |f(x,y) <k implica que |y|<k, isto &, o
declive de qualquer curva solucdo y(x) em R é no minimo —k e no maximo k.
Assim, uma curva solucdo que passa pelo ponto (xo,yo) deve figurar na regiédo

sombreada da figura limitada pelas linhas |, e I, cujos declives sdéo -k e k,

respectivamente. Dependendo da forma de R, podemos ter dois casos diferentes.

No primeiro caso, mostrado na primeira figura, y A

tem-se b/k >a e portanto @ =a no Teorema de

existéncia, que nos diz que a solucio existe para Yo+P

L R
todo o x entre x, —a e X, +a. No segundo caso, Yo l
mostrado na segunda figura, tem-se b/k<a. Yo~b \<—a=;—> —a=a>|
Portanto « =b/k, e tudo o que podemos concluir % X
y A dos teoremas é que a solucgdo existe para todo 0 x

entre x,—b/k e x,+b/k. Para x maiores e

s |\ I, - menores a curva solucgdo pode sair do rectangulo R,

b | | R e uma vez que nada € assumido quanto a funcéo
[ cam

—a—j—a— > fora de R, nada pode ser concluido sobre a solucao

%o X  para X maior ou menor; isto é, para tais x a solugdo

pode ou ndo existir — ndo sabemaos.

Exemplo — Considere o problema y’' =1+ y?, y(O) =0 - ver ultimo exemplo — e seja
R: [ <5, |y|<3. Entdo a=5, b=3 e |f|=[t+y’|<k=10, |of /oy|<M =6,
a=b/k=03<a. De facto, a solucdo y=tanx do problema é descontinua em
X =+7/2, e ndo existe uma solugéo continua valida em todo o intervalo x| <5 com o

qual comecamos. As condicbes nos dois teoremas sdo condicGes suficientes, mais do

que condicdes necessarias, e podem ser diminuidas. Por exemplo, pelo teorema do

valor médio do calculo diferencial temos f(x,y,)— f(x,y,)=(y, —yl)% onde
y=y
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(x,y,) e (x,y,) se assume pertencerema R, e y é um valor adequado entre y, e y, .

Daqui e de |— o <M segue-se que | f(x,y,)— f(x,y,) < M|y, — y,| e pode mostrar-se

que |8f /ay|sM pode ser substituida pela condicdo mais fraca
[T(x,y,)- f(x,y,)<Ml]y,—y,| que é conhecida pela condicio de Lipschitz.

Podemos ilustra-lo com o seguinte exemplo:

Exemplo — O problema de valor inicial y'=,/]y|, y(0)=0 tem duas soluges: y =0

. {x2/4 se x>0
e y =

, embora f(x,y)=/|y| seja continua para todo 0 y. A
~x?/4 sex<0

condicdo de Lipschitz | f(x,y,)- f(x,y,) < M|y, —y,| € violada em qualquer regi&o

que inclua a linha y=0, porque para y,=0 e 'y, positivo tem-se

[FO0yo) = FOoy) Wy, _ 1
Y, = Vi Y, \/y_z

quisermos  escolhendo y,  suficientemente  pequeno, enquanto  que

(%, y,)— f(x,y,)

|Y2 - y1|

e isto pode ser tornado tanto maior quanto

nao

[f(x,y,)- f(x,y,) <My, —y,| exige que o quociente

exceda uma constante fixa M .
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