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Capitulo 11 — Equagoes Diferenciais Lineares de 22 Ordem

Capitulo 11

Até agora jad conhecemos uma série de equacgdes diferenciais lineares de primeira
ordem. Definiremos e consideraremos agora equagOes diferenciais lineares de

segunda ordem.
Equagdes Lineares Homogeneas.

Uma equacdo diferencial de segunda ordem é chamada linear se pode ser escrita na
forma y"+ p(x)y’+q(x)y = r(x) e ndo linear se ndo pode ser escrita nesta forma. O

traco caracteristico desta equacdo consiste no facto de ser linear na funcdo

desconhecida y e nas suas derivadas, enquanto que p e ¢, bem como r a direita
podem ser quaisquer funcdes dadas de x. Se o primeiro termo for, digamos, f(x)y”,
temos que dividir por f(x) para obter a forma padrdo, com y” como o primeiro
termo, o que é exequivel. Se r(x)=0 - isto é r(x)=0 para todo 0 X
considerado - entdo  y"+ p(x)y'+q(x)y=r(x) torna-se  simplesmente
y"+ p(x)y’ +q(x)y =0 e é chamada homogénea. Se r(x) = 0 entdo é chamada néo
homogeénea. Isto é similar ao que vimos anteriormente. As fungbes p e g sdo
chamadas os coeficientes das equacdes. Um exemplo de uma equacdo diferencial
linear ndo homogénea é y"+4y=e*sinx. Um exemplo de uma equagdo linear

homogénea ¢é (1—x2)y”—2xy’+6y:0. Exemplos de equagdes diferenciais nédo

lineares séo x(y”y+ y’2)+ 2y'y=0 e y"=./y’? +1. Suporemos que X varia num

intervalo aberto |, e todas as suposi¢Oes e afirmacdes se referem a |, que ndo
necessita de ser especificado em cada caso. (Recordemos que | pode compreender
todo o eixo dos x.) Uma solugdo de uma equacdo diferencial — linear ou ndo
linear — de segunda ordem num intervalo aberto a < x <b é uma fungéo y = h(x) que
tem derivadas y'=h'(x) e y” =h"(x) e satisfaz aquela equagao diferencial para todo
0 X no intervalo | ; isto é, a equagdo torna-se uma identidade se substituirmos a
fungdo desconhecida y e as suas derivadas por h e pelas suas correspondentes

derivadas.
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Capitulo 11 — Equagoes Diferenciais Lineares de 22 Ordem

Equagdes Homogéneas: Principio de Superposicéo ou Linearidade.

Exemplo - y=¢* e y=e sdo solugdes da equacdo diferencial linear homogénea

n

y"—y=0 para todo 0 x porque para y=¢e”* obtém-se (ex) —e*=e"-e"=0¢e

similarmente para y =e . Podemos ir até um pouco mais além. Pode multiplicar-se

X

e” e e por diferentes constantes, digamos, -3 e 8 — ou quaisquer outros nimeros — e

depois tomar a soma y =-3e* +8e™* e verificar que esta é outra solucdo da nossa

"

equacdo  homogénea  porque (— 3e* +8e’x) —(— 3e* +8e’x): —3e* +8e —

—(-3e*+8e7)=0.

Este exemplo ilustra o facto extremamente importante de que de uma equacdo linear
homogénea y”+ p(x)y’+q(x)y =0, podemos obter sempre novas solugdes de

solugdes conhecidas por multiplicagio de constantes e por adi¢io. E evidente que isto

é de grande vantagem porque deste modo pode obter-se mais solucbes de solucoes
dadas. No caso acima para y, (=e*) e y, (=e™) obtém-se uma solugdo da forma
y=c,y,+¢,Y, (c,, c, constantes arbitrarias). Chamamos a isto uma combinagao
linear de y, e y,. Utilizando este conceito, podemos agora formular o resultado

sugerido pelo nosso exemplo, frequentemente denominado de principio da

superposicao ou principio da linearidade.

Teorema — Para uma equacdo diferencial linear homogénea y” + p(x)y’ +q(x)y =0.
qualquer combinagdo linear de duas solu¢des num intervalo aberto | é novamente
uma solucédo da equacgéo anterior em | . Em particular, para uma tal equagéo, somas e

multipos constantes das solugdes sdo novamente solu¢cbes — Teorema fundamental.

Demonstracdo — Sejam y, e y, solugdes de y”+ p(x)y’+q(x)y =0 em I . Entfo,

pela substituicdo de y =c,y, +¢,y, € as suas derivadas em y” + p(x)y'+ q(x)y =0e

!

usando a regra ja familiar (c,y, +¢,y,) =¢,y, +C,y,, etc, obtém-se

!

y'+py'+qy= (Clyl +C, yz) + p(clyl +C, yz) + q(clyl +C,Y, ) Entdo tem-se
CYy+CoY5 + P(Cyy) + €,y )+ a(Cy, +C,Y,)=c (vl + py; +ay; )+ C,(y5 + py; +ay,)=
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=0, uma vez que na ultima linha, ()= 0 porque y, e y, sdo solugOes, por assim

se assumir. Isto mostra-nos que y é uma solugdo de y”+ p(x)y’ +q(x)y =0 em I .

Atencdo! - Relembremos sempre este importante teorema mas ndo esque¢amos que
ndo se verifica para equacOes lineares ndo homogeéneas ou equacdes ndo lineares

como o exemplo a seguir demonstra.

Exemplo — A substituicdo mostra que as fungdes y =1+cosx e y=1+sinx sdo
solugdes da equacdo diferencial linear ndo homogénea y”+y =1, mas as fungdes
seguintes 2(1+cosx) e (1+cosx)+(1+sinx), ndo sdo solugbes desta equagio

diferencial.

Exemplo — A substituicdo mostra que as fungdes y =x° e y=1 sio solucdes da
equacdo diferencial ndo linear y"y —xy’ =0, mas as seguintes fungdes — x> e x* +1

nédo sdo solucgdes desta equacao diferencial.
Problema de Valor Inicial. Solu¢éo Geral. Base.

Para uma equacdo diferencial de primeira ordem, uma solugéo geral envolvia uma
constante arbitraria ¢, e num problema de valor inicial utilizava-se uma condicéo

inicial y(xo)z Yy, para encontrar uma solucdo particular na qual ¢ assumia um valor

determinado. A ideia de uma solugdo geral era encontrar todas as condigdes possiveis,
e para equacdes lineares, éramos bem sucedidos, porque ndo existiam solucbes
singulares. Vamos estender agora esta ideia a equacOes de segunda ordem: para

equacBes lineares homogéneas de segunda ordem y”+ p(x)y’+q(x)y=0, uma
solucéo geral sera da forma y =c,y, +¢,Y,, uma combinag&o linear de duas solucdes
envolvendo duas constantes arbitrarias c,, ¢,. Um problema de valor inicial consiste
agora na equagdo y”+ p(x)y'+q(x)y=0 e duas condigdes iniciais y(x,)=K,,
y'(x,) = K, estabelecendo valores K, e K, da solucéo e da sua derivada — declive
da curva — para 0 mesmo valor x, dado no intervalo aberto considerado. Usaremos
y(x,)=K,, Y'(x,)=K, para obter de y=c,y, +C,y, uma solugio particular de
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y"+ p(x)y'+q(x)y =0, na qual c, e c, assumem valores definidos. llustremos isto
com um exemplo simples que nos ajudard também a ver a necessidade de impor uma

condicdoem y, e y, em y=c,;y, +C,Y,.

Exemplo — Resolva o problema de valor inicial y"—y =0, y(0)=5, y'(0)=3.

O primeiro passo da resolucdo consiste no seguinte: e* e e sdo solugdes — ja o
vimos — e tomemos y=c.e* +c,e . 2° passo: da condigdo inicial, uma vez que

—X

y'=c,e* —c,e”*, obtemos y(0)=c,+c,=5, y'(0)=c, —c,=3. Assim, c, =4,

c =1. A resposta sera entdo dada substituindo na condigdo geral y =c,e* +c,e™* 0s

valores obtidos, isto é, tem-se y =4e”* +e7*.

Nota: Se no exemplo acima tivessemos assumido y, =e* e y, =le*, obtendo assim
y=ce*+c,le* =(c, +¢,l)e* =y, a nossa solugdo ndo teria sido suficientemente
geral para satisfazer as duas condigdes iniciais e resolver o problema. Vejamos
porqué: y, e y, sdo proporcionais, y,/y, =1/I, enquanto que os anteriores ndo o
eram, y,/y, =e*/e”* =2e*. Esta é a questdo principal, motivando as defini¢des

seguintes, bem como a sua importancia em relagéo aos problemas de valor inicial.
Defini¢do (Solucé@o Geral. Base. Solugéo Particular.).

Uma solug&o geral de uma equagéo y”+ p(x)y’ +q(x)y =0 num intervalo aberto | &
uma solugdo y=c;y,+c,y, com y, e Yy, solugdes ndo proporcionais de
y"+p(x)y’+a(x)y=0 em I e c,, c, constantes arbitrrias. y, e y, sdo entdo
chamados uma base — ou sistema fundamental — de y"+ p(x)y’+q(x)y=0 em 1.
Uma solugdo paticular de y”+ p(x)y’+q(x)y =0 em | é obtida se tomarmos valores
especificos para c, e c, em y=c,y, +C,Y,. Y, € Y, sdo chamados proporcionais em
| se y,=ky, ou y,=ly, se verificam para todo o x em |, onde k e | sdo

nameros. Na verdade, podemos também formular a nossa definicdo de base em

termos de independéncia linear. Dizemos que duas fungbes y,(x) e y,(x) sdo

Prof. Alzira Dinis
32



Capitulo 11 — Equagoes Diferenciais Lineares de 22 Ordem

linearmente independentes num intervalo onde séo definidas se k,y, (x)+k,y,(x)=0
em | implica k, =0, k, =0, e dizemos que elas séo linearmente dependentes em |

se a equagdo também se verifica para algumas constantes k,, k, ndo ambas nulas.

Entdo, se k; #0 ou k, =0, podemos dividir e resolver, obtendo vy, =—t—2 y, ou
1

k . . L
yzz—k—lyl. Assim, y, e vy, sdo proporcionais, enquanto que no caso de
2

independéncia linear, ndo o sdo. Tem-se assim 0 seguinte: uma base de solugdes de

y"+ p(x)y’+q(x)y =0 num intervalo | é um par y,,y, de solugdes linearmente

independentes de y”+ p(x)y’ +q(x)y =0 em I .

Exemplo - e* e e no exemplo anterior formam uma base da equacdo diferencial
y"—y=0 para todo 0o x. Assim uma solucdo geral é y=ce* +c,e™. A resposta

obtida no exemplo anterior constitui uma solucédo particular da equagéo.

Na pratica, utiliza-se normalmente uma solugdo geral para encontrar solucgdes
particulares, através da imposi¢do de duas condi¢des iniciais, porque é a solucdo
particular que descreve o comportamento Unico de um determinado sistema fisico ou

outro. Para ja fixemos o0 seguinte: se o0s coeficientes p e q de
y"+ p(x)y’+q(x)y = r(x) e a fungdo r sdo continuas em algum intervalo 1, entdo
y"+ p(x)y’+q(x)y = r(x) tem uma solugéo geral em I, da qual se obtém a solugéo
de qualquer problema de valor inicial y"+ p(x)y’+a(x)y =r(x), y(x,)=K,,
y'(x,)=K, em 1, que é Gnica. y"+ p(x)y'+q(x)y=r(x) ndo tem solugdes

singulares — isto €, solucdes ndo obtidas de uma solucao geral.
Equacbes Homogéneas com Coeficientes Constantes.

Veremos aqui como resolver equacgdes lineares homogéneas y”+ay’+by =0 cujos
coeficientes a e b sdo constantes. Estas equacOes tém aplicacGes importantes,
especialmente no que diz respeito a vibracdes mecénicas e eléctricas. Para resolver

y"+ay'+by =0, lembremos que uma equacdo diferencial linear de primeira ordem
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y'+ky =0 com k como coeficiente constante tem uma fungdo exponencial como
solucdo, y=e™, o que nos dé a ideia de tentar como solucdo de y”+ay’+by=0 a
funcio y=e™. Substituindo y=e® e as derivadas y' =4e” e y"=1%" na
equacdo Yy"+ay'+by=0, obtém-se (/12 +al er)eziX =0. Assim, y=e” é uma
solucdo de y"+ay'+by=0, se A é uma solucdo da equacdo quadratica
A*+al+b=0. Esta equagio é chamada a equacdo caracteristica — ou equagao

auxiliar — de y"+ay'+by=0. As suas raizes sdo /11:%(—a+\/a2—4b),

A, = %(— a—+a’ —4b). A derivagio mostra que as fungdes y, =e** e y, =e™ sdo

solucbes de y"+ay'+by=0. Directamente de /11:%(—a+\/a2—4b) e

A, =%(—a— a’ —4b) vemos que, dependendo do sinal do discriminante a® —4b,

obtém-se: Caso | —2raizesreaisse a?—4b>0
Caso Il —uma raiz duplareal se a*> —4b =0

Caso |11 — raizes conjugadas complexas se a> —4b <0

Caso | — Duas raizes reais distintas 4, .e 4,.

Neste caso, y, =e™* e y, =e’? constituem uma base de solugdes de y”+ay’+by =0
num qualquer intervalo - porque y,/y, ndo é constante. A correspondente solugdo

geral é y =c,e™ +c,e™*.

Exemplo — Podemos agora resolver y”"—y =0 de uma forma sistemética. A equagao
caracteristicaé 2> —1=0. As suas raizes sdo 4, =1 e 1, =—1. Assim, uma base é e*

e e e, como anteriormente, tem-se a solugdo geral y =c,e* +c,e’*.
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Caso Il - Raiz real dupla 1 =-a/2.

Quando o  discriminante  a*-4b=0, entdo ﬂzl—a+\/a2—4b,
t2

A, :%(—a— a’ —4b) permite apenas obter uma raiz A1=4, =4,=-2a/2,

a/2)x

obtendo-se inicialmente somente uma solugéo y, =e™ Para encontrar uma

segunda solucéo, necessaria para uma base, utiliza-se o método de redugdo de ordem.
Isto ¢, define-se y,=uy, e as suas derivadas y,=uy, +uy; e
yy =u"y, +2u'y, +uy; em y"+ay +by=0. Obtém-se (u"y, +2u'y; +uy;)+
+ a(u 'y, +uy;)+buy, =0. Agrupando os termos, tem-se u'y, + u'(2y1 +ay, )+
+u(y1"+ ay, +byl)= 0. A expressdo no ultimo parenteses e nula, uma vez que y, é
uma solucdo de y"+ay'+by=0. A expressdo no primeiro parenteses é nula,

também, uma vez que 2y| = —ae >/

=—ay,. Ficamos assim com u"y, =0. Assim
u”=0. Através de duas integragbes, u=c,x+cC,. Para encontrar uma segunda
solugdo independente y, =uy,, pode simplesmente tornar-se u = x. Entdo y, = xy, .
Uma vez que estas solucdes ndo sdo proporcionais, formam uma base. O resultado é

que, no caso de uma raiz dupla de A*+al+b=0 uma base de soluces de

—ax/2 —ax/2

y"+ay’+by =0 em qualquer intervalo é e <, xe *’“. A correspondente solucéo

geral é y =(c, +C,x)e" 2.
Exemplo — Resolva y"+8y'+16y =0.

A equaco caracteristica tem a raiz dupla 1 =—4. Assim uma base é e e xe ™™ ea

correspondente solugdo geral € y = (c, +c,x)e™*.
Caso 111 — Raizes complexas. Fungdo Exponencial Complexa.
Para equacgdes diferenciais lineares homogéneas com coeficientes constantes

y"+ay'+by =0 discutiremos o caso em que a equagao caracteristica ° +ai+b =0
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tem raizes A, :——a+—\/ -4b, 4, :——a——\/ —4b que sdo complexas. As

duas equacOes anteriores (4, e A,) mostram que isso acontece se o discriminante

? —4b é negativo. Neste caso, ¢ pratico retirar da raiz v—-1=i e %z J1/4 debaixo

da raiz, escrevendo A, :—%a+ia}, A, :—%a—ia) onde a):wfb—%az . Podemos

ver que e** e e™* sfo agora solucdes complexas de y”+ay’+by=0. No caso IlI,
uma base de solugBes reais de y"+ay'+by=0 em qualquer intervalo é

2 cosax, Y, = 2sinwx . Por diferenciacdo e substituicdo podemos ver

y,=¢
que y, e y, acima constituem solugdes da equagdo diferencial. y,/y, = tanwx ndo é
constante, pois w = 0, portanto y, e y, ndo sdo proporcionais. A correspondente

solugdo geral é y = e **(Acoswx + Bsin ax).
Exemplo — Encontre uma solucdo geral da equacdo y"—2y’'+10y =0.

A equacdo caracteristica A°-24+10=0 tem as raizes complexas conjugadas
A =1++41-10=1+3i, A,=1-3i. Tem-se assim a base Yy, =e*cos3x,

y, =e*sin3x e a correspondente solucéo geral y = eX(Acos3x + Bsin 3x).
Funcgédo Exponencial Complexa.

Vamos simplesmente ver agora como podemos comprovar que y, e Yy, podem ser
solugGes no caso Il1. Mostraremos que isso deriva da funcéo exponencial complexa.

A funcdo exponencial complexa e de uma variavel complexa z =s+it é definida

S+t _

por e’ =e es(cost+isint). Para z real igual a s, esta expressédo torna-se a

familiar funcdo exponencial real e® de Andlise porque entdo cost=cosO=1 e

sint=sin0=1. e* tem propriedades bastante semelhantes as da funcéo exponencial

1+,

real; em particular, pode mostrar-se que € diferenciavel e que satisfaz e =ehe”

S+t _

Isto pode ser suficiente para motivar a definicdo e* =e e*(cost +isint). Nesta
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x 1. .
expressao, tomamos agora z=AX com A,l:—EaHa). Tem-se assim

z

z=s+it=Ax=-—ax+iox. Entdo de e’=e"" =¢*(cost+isint) vem

e @2hiox _ o~@/2X(cog x + isinwx). Similarmente, uma vez que sin(—a)=—sinea,

AoX

1. i
tem-se para e, com ﬂzz_Ea_m, o~ (@2)-iox

= e @ (cos wx —isin wx).

Adicionando as duas férmulas e dividindo a soma por 2, encontramos a direita, como

se viu atras, y, =e 2

sinwx. Do teorema fundamental para a equacdo homogénea
que vimos anteriormente segue-se que Yy, e Yy, Sd0 novamente solucfes, o que
confirma que y = e *?(Acosax + Bsinwx) é uma solugéo geral de y" +ay’+by =0
no caso de raizes complexas. Lembramos que para s=0, e" =cost+isint é a

chamada formula de Euler.

Exemplo — Resolva o problema de valor inicial y"+2y +5y=0, y(0)=1
y'(0)=5.

A equacdo caracteristica A°+21+5=0 tem as raizes complexas —1+ JV1-5=
= —1+2i. Tem-se assim y(x)=e™(Acos2x+ Bsin2x). A primeira condicio da
y(0)=A=1. A  derivada  da  solugio  geral ¢ y'(x)=
=e (- Acos2x — Bsin2x — 2Asin 2x + 2Bcos2x), e a segunda condigdo inicial
permite obter, uma vez que sin0=0, y'(0)=-A+2B=-1+2B=5. Entdo B=3 ¢

a resposta é y = e (cos 2x +3sin 2x).

Exemplo — Uma solucdo geral da equagio y"+w’y=0, o =constante=0, é
y = Acoswx+ Bsinwx. Para @ =1 tem-se o mesmo resultado que obteriamos

anteriormente para y"+y =0, isto é, y =, COSX+C, SinX.

E interessante que em aplicagBes em sistemas mecanicos ou circuitos eléctricos os trés
casos atrds correspondem a trés formas diferentes de movimentos ou fluxos de

corrente, respectivamente.
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De seguida apresenta-se um resumo dos trés casos:

Caso | Raizesde A% +ai+b=0 | Basede y"+ay'+by=0 | Solucdo geral de y"+ay’'+by =0

| | Distintas reais 1;, 1, ehX  hoX y=cet +c e
1 —ax/2 —ax/2 —ax/2
Il | Real dupla 2 =-~a e ™2 xe y=(c, +c,x)e
e /2 cos ax

Il | Complexas conjugadas y = e ®2(Acos wx + Bsin ax)

e ™2 sin awx

Problemas de Valor Fronteira.

As aplicages conduzem-nos por vezes a condigdes do tipo y(P,)=k,, y(P,)=Kk,.
Estas sdo conhecidas por condigdes fronteira, uma vez que se referem aos pontos

terminais P, P, - pontos fronteira P,, P, - de um intervalo I no qual a equagdo
y"+ay'+by=0 € considerada. A equacdo y"+ay'+by=0 e as condicdes
y(P,)=k,, y(P,)=k, em conjunto constituem o que é conhecido por problema de

valor fronteira. Refere-se a seguir um exemplo tipico:

Exemplo — Resolva o problema de valor fronteira y"+y=0, y(0)=3, y(z)=-3.

Uma base é vy, =cosx, Vy,=sinx. A correspondente solucdo geral ¢
y(x)=c,cosx+c,sinx. A condicio de fronteira esquerda da y(0)=c, =3. Da
condigdo de fronteira direita vem y(z)=c,cosz +¢c,-0=-3. cosz=-1 e ¢, =3,
portanto esta equagdo mantém-se e vemos que ndo gera qualquer condigéo para c, .
Assim uma solucéo do problema é y =3cosx+c,sinX. ¢, continua a ser arbitrario.

Isto € uma surpresa. A razdo, é claro, é que sinx € nulo em zero e x. Pode
concluir-se que a solugdo de um problema de valor fronteira € Unico se e somente se

nenhuma solugdo y # 0 de y”+ay’+by =0 satisfazer y(P,)=y(P,)=0.
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Equacéo de Euler-Cauchy.

As equacdes de coeficiente constante sdo resolvidas sem integragcdo, como vimos.

Similarmente, as equacdes de Euler-Cauchy x*y”+axy’+by =0 podem ser também
resolvidas puramente por manipulag@es algébricas. Na verdade, substituindo y = x" e
as suas derivadas na equagdo diferencial x’y”"+axy’+by=0, tem-se
x?m(m—1)x"? + axmx™* +bx" =0. Omitindo x", que ndo é nulo se x=0,

obtém-se as equagdes auxiliares m* +(a—-1)m+b =0.

Caso | — Raizes reais distintas.

my

Se as raizes m,, m, de m® +(a—1)m+b =0 sio reais e distintas, entdo y,(x)=x™ e
y,(x)=x™ constituem uma base de solugbes da equagdo diferencial
x’y"+axy’+by =0 para todo o x para o qual estas funcBes sdo definidas. A

correspondente solugdo geral é y =c,x™ +c¢,x™ (c,, ¢, arbitrérios).

Exemplo — Resolva a equagio de Euler-Cauchy x°y” —25xy’—2,0y =0.

A equacdo auxiliar ¢ m* -35m—-2,0=0. As raizes sio m, =-0,5 e m, = 4. Assim

uma base de solugbes reais para todo o Xx positivo € vy, = , Y, =x" e a

sl

< , C
correspondente solugdo geral paratodo 0 x € —=+c,x".

Jx

Caso Il — Raizes duplas.

Se m?*+(a—1)m+b=0 tem uma raiz dupla m:%(l—a), tem-se uma primeira
solucdo vy, = x2 e uma segunda solugdo y, pelo método de redugdo de ordem.
Assim, substituindo y, =uy, e as suas derivadas em x°y”+axy’+by =0, obtém-se
x?(u"y, +2u'y; +uy;)+ax(uy, +uy;)+buy, =0. O ordenamento dos termos da
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u"x’y, +u'x(2xy; +ay, )+ u(xzyl”+ axy, + byl)z 0. A Ultima expresséo é nula pois vy,

é uma solucdo de x2y"+axy’+by=0. De y, = x*?)?

tem-se na Gltima expressdo
2xy, +ay, =(1—a)x" 2 paxta2 —xt2 —_y  Isto  reduz a  expressdo

U2y, +u'x(2xy; +ay, )+ u(x?yy + axy] +by,)=0 a (u"x? +ux)y, = 0. Dividindo por

o . u” 1
y, (#0), separando as variaveis e integrando tem-se, para x>0, —=-—,
u X
1 . x .
Inju’|=—-In|x|, u"==, u=Inx. Assim y, =y, Inx, que ndo é proporcional a y,.
X

Entio no caso de uma raiz dupla de m®+(a—-1)m+b=0, uma base de

x’y"+axy’+by=0 para todo o x positivo é y,=x", y,=x"Inx com
1 ~ -
m= E(l_ a), obtendo-se a solugdo geral y=(c,+c,Inx)x“*? com ¢, ¢,

arbitrarios.
Exemplo — Resolva x?y” —3xy’+ 4y =0.

A equacdo auxiliar tem a raiz dupla m=2. Entdo uma base de solugdes reais para
todo o x positivo € x?, x*Inx, e a correspondente solucdo geral €

y =(c, +¢, Inx)x>.
Caso Il — Raizes complexas conjugadas.

Se as raizes m, e m, de m*>+(a-1)m+b=0 sdo complexas elas s&o também
conjugadas, digamos m, = u+iv, m, = u—iv. Neste caso, uma base de solucdes de
x?y" +axy’+by =0 paratodo o x positivo é y, = x“cos(vInx), y, = x*sin(vInx).
Na verdade estas funcbes ndo sdo proporcionais, e sdo solucbes de
x’y" +axy'+by =0 por diferenciacio e substituicio. A correspondente solugéo geral
¢ y =x*[Acos(vInx)+ Bsin(vInx)|. Outra questdo tem a ver com o facto de como se
concluiu que y, e y, acima poderiam ser solucBes. Para responder a isso vejamos o

. . Kk .- . £ .
seguinte: a formula x* = (€™ ) =e*™ verifica-se assim para k real até k=iv

z

e, juntamente  com e =es*“=es(cost+isint) (com s=0) vem
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—iv —ivinx

=e™""™ =cos(vInx)-isin(vInx). Agora

iv _ Aivinx

x" =" =cos(vInx)+isin(vInx), x
multiplique-se por x*“ e adicione-se e subtraia-se. Tem-se 2y, e 2iy,,
respectivamente. Dividindo por 2 e por 2i, tem-se Y, =x*“cos(vInx),

y, = x“sin(vinx).
Exemplo — Resolva x?y” +7xy’ +13y =0.

A equagdo auxiliar m? +(a-1)m+b =0 é m? + 6m+13=0. As raizes desta equagio
sdo m,, =-3++/9-13=-3+2i. Através de y=x*[Acos(vInx)+Bsin(vinx)], a

resposta € y = x *[Acos(2Inx)+ Bsin(2In x)].
Teoria da Existéncia e da Solugio Unica. Wronskiano.

Veremos uma teoria geral para equagcbes lineares  homogéneas

y"+ p(x)y’+q(x)y =0 com coeficientes arbitrarios variaveis p e g continuos. Isto
tem a ver com a existtncia de uma solucdo geral y=c,y,+c,y, de
y"+ p(x)y’+q(x)y =0 bem como com problemas de valor inicial que consistem na
equagao anterior e em duas condig®es iniciais y(x,)=K,, y'(x,)=K,, com x,, K, e
K, dados.

O seguinte Teorema da Existéncia e da Solug&o Unica para problemas de valor inicial

é importante:

Teorema — Se p(x) e q(x) sdo fungdes continuas num qualquer intervalo | e X,
pertence a | , entdo o problema de valor inicial y”+ p(x)y’+q(x)y =0, y(x,)=K,,

y'(x,) = K, tem uma tnica solugéo y(x) no intervalo | .

N&o vamos aqui demonstrar este teorema pois seria uma demonstragéo longa.
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Independéncia Linear de Solugdes. Wronskiano.

O teorema acima tem implicagBes importantes de solugdes gerais y =c,y, +C,Y, de
y"+ p(x)y' + q(x)y =0. Como sabemos, estas sdo constituidas por uma base y, e vy,
dizem-se linearmente independentes no intervalo | se k,y,(x)+k,y,(x)=0 em I
implicar k; =0, k, =0 e dizemos que y, e y, séo linearmente dependentes em | se
esta equacdo também se mantiver para k,, k, ndo simultaneamente nulos. Neste caso,
e somente neste caso, y, € Yy, sdo proporcionais em |, isto &, y, =ky, ou y, =ly,.

Para esta discussdo o critério de independéncia e dependéncia linear de solugdes
explicitado servira de auxilio. Este critério utiliza o chamado determinante

wronskiano, ou, mais brevemente, o wronskiano, de duas solugbes y, e y, de

Yi Yo

y"+ p(x)y’+q(x)y =0, definido por W(y,, y,)= oyl YA A
1 2

Teorema — Suponha-se que y"+ p(x)y’+q(x)y =0 tem coeficientes p(x) e q(x)
continuos num intervalo aberto |. Entdo duas solugbes vy, e vy, de
y"+ p(x)y'+q(x)y =0 em | sdo linearmente dependentes em | se e somente se 0
seu wronskiano W for nulo para algum x, em | . Para aléem disso, se W =0 para
X=X,,entdo W =0 em 1| ; assim se existe um x, em | para o qual W =0, entdo

Y;, ¥, sao linearmente independentes em | .

Demonstracdo — Se y, e y, sdo linearmente dependentes em | em vy, =ky, e

y, = ly, verifica-se em 1, obtendo-se para y, =ky,, W(y,, Y,)=W(ky,, V,)=

ky, Y,
ky, s

Da mesma forma, assume-se que W(y,, y,)=0 para algum x=x, em | e

=Ky, Y, — Y,ky, =0 e similarmente para y, = ly, .

mostra-se que y,, Y, sdo linearmente dependentes. Considere-se o sistema de

ke (%o)+ KoY, (%) =0
koY1 (%) + K, Y5 (%) =0

sistema é homogéneo e o seu determinante € exactamente o wronskiano

equacdes lineares { para k;, k, desconhecidos. Agora este
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Wy, (x,)  ¥,(x,)], que é nulo por admiss&o de hipétese. Assim o sistema tem uma
solucéo k;, k, onde k;, e k, ndo sdo ambos nulos. Usando estes nimeros k,, k,,
introduzimos a fungéo y(x)=k,y,(x)+k,Yy,(x). Pelo teorema fundamental a funcéo
y(x) é uma solugdo de y”+ p(x)y'+q(x)y=0 em 1. Do sistema de equagdes
lineares atras vemos que satisfaz as condigdes iniciais y(x,)=0, y'(x,)=0. Agora
outra solugdo de y"+ p(x)y’+q(x)y = 0 que satisfaga as mesmas condigdes iniciais &
y =0. Uma vez que p e q sdo continuas, o teorema anterior aplica-se e garante a
solucgdo Unica, isto é, y =y~, ou, escrevendo, k,y, +k,y, =0 em | . Uma vez que k,
e k, nédo sdo ambos nulos, isto significa dependéncia linear de y,, y, em I .

Prove-se a Ultima afirmagdo do teorema. Se W =0 num x, em |, tem-se
dependéncia linear de y,, y, em | pela tltima parte da demonstracéo, assim W =0
pela primeira parte da demonstragdo. Entdo W =0 num x, em | n&o pode acontecer
no caso de dependéncia linear, de modo que W =0 em x, implica independéncia

linear.

Exemplo — Mostre que y, =cosax, Yy, =sinwx formam uma base de solugGes de

y'+o’y =0, o %0, em qualquer intervalo.

A substituicdo mostra que séo solucdes e a independéncia linear segue-se do teorema,

COS wX sin wX

uma vez que W (cosex, sinwx)= = (cos® ax+sin ax) = o.

—wSIiNwX @ COoS wX

Uma Solugéo Geral de y" + p(x)y’+q(x)y =0 Inclui Todas as Soluges.

Provaremos isto em duas etapas, mostrando primeiro que a solucdo geral existe

sempre:

Teorema — Se os coeficientes p(x) e g(x) sdo continuos num intervalo aberto |,

entdo y"+ p(x)y’+q(x)y = 0 tem uma solugo geral em 1 .
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Demonstracéo — Pelo pentltimo teorema, a equacdo y” + p(x)y’+q(x)y =0 tem uma
solugdo y,(x) em | satisfazendo as condig@es iniciais y,(x,)=1, y;(x,)=0 e uma
solugdo y,(x) em | satisfazendo as condiges iniciais y,(X,)=0, y;(x,)=1. Daqui
vemos que o wronskiano W(y,, y,) tem em x, o valor 1. Entio vy,, y, sdo
linearmente independentes em 1, pelo ultimo teorema; formam uma base se solucdes
de y"+p(x)y’+q(x)y=0 em I, e y=c,y, +C,y, com c,, ¢, arbitrarios é uma

solugdo geral de y"+ p(x)y’ +q(x)y =0 em 1.

De seguida prova-se que uma solugio geral de y”+ p(x)y’+q(x)y =0 é tdo geral

como pode ser, nomeadamente, inclui todas as solugdes de y” + p(x)y’ +q(x)y =0.

Teorema — Suponha-se que y"+ p(x)y’+q(x)y =0 tem coeficientes p(x) e g(x)
continuos num intervalo aberto 1. Entdo toda a solugio y=Y(x) de
y"+ p(x)y’+q(x)y=0 em 1 & da forma Y(x)=C,y,(x)+C,y,(x) onde y,, v,
formam uma base de solugbes de y”+ p(x)y’+q(x)y=0 em | e C,, C, sfo
constantes adequadas. Assim y"+p(x)y’+q(x)y=0 ndo tem solugdes

singulares — isto é, solu¢des ndo obteniveis a partir de uma solucéo geral.

Demonstracdo — Pelo teorema acima, a nossa equacdo tem uma solucdo geral

y(x)=c,y,(x)+c,y,(x) em I . Temos que encontrar valores adequados de ¢,, c, tais
que y(x)=Y(x) em I. Escolhe-se um determinado x, em | e mostra-se primeiro
que podemos encontrar c,, c, tais que Y(x,)=Y(x,), Y'(%)=Y'(x,), ou,
escrevendo, C,Y,(X,)+¢,Y,(x,)=Y(X,) e c,yi(x,)+c,y;(x,)=Y'(x,). De facto, este
é um sistema de equagdes lineares com c, e ¢, desconhecidos. O seu determinante é
o wronskiano de y, e y, em x=X,. Uma vez que y(x)=c,y,(x)+c,y,(x) é uma
solucdo geral, y, e y, sdo linearmente independentes em | e portanto o seu
wronskiano é diferente de zero. Assim o sistema tem uma Unica solu¢éo ¢, =C,,
c, =C, que pode ser obtido pela regra de Cramer. Utilizando estas constantes

obtém-se de y(x)=c,y,(x)+c,y,(x) a solugio particular y"(x)=C,y,(x)+C,y,(x).
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Uma vez que C,, C, sdo solugdes de ¢,y,(x,)+C,Y,(x,)=Y(x,) e

ClYi(Xo)+Cz Y (XO)ZY’(XO) e daqui vemos que y*(xo)zY(Xo)’ y’ (X0)= Y'(Xo)-
Deste teorema e do teorema de solugéo Unica conclui-se que y~ e Y devem ser iguais

em |, e a demonstracdo esta completa.
Redugéo de Ordem: Como Obter Uma Segunda Solugéo?

Na tentativa de encontrar uma base de solucgdes, pode frequentemente encontrar-se
uma solucdo por observagdo ou por algum metodo. Os casos que ja vimos para
equacdes de coeficientes constantes e equacdes de Euler-Cauchy foram apenas casos
particulares de um método geral, o0 método de reducéo de ordem aplicavel a qualquer

equagdo. Seja y, uma solugdo de y"+ p(x)y'+q(x)y=0 num intervalo 1.
Substitua-se y, =uy, e as suas derivadas y, =u'y, +uy; e y, =u"y, +2u'y; +uy,
em y"+p(x)y'+q(x)y=0 e  ordenem-se os  termos,  obtendo
u"y, +u'(2xy; + py,)+u(y/+ py; +qy,)=0. Uma vez que vy, € solugio de
y"+ p(x)y’ +q(x)y =0, a expressdo do dltimo parenteses é nula. Dividindo a

expressdo que resta por y, e definindo u'=U. Entdo u"=U" e tem-se

U'+ (ﬁ + ij = 0. Separando as variaveis e integrando, escolhendo a constante de
Y1

integracdo de forma que seja nula - uma vez que ndo é necessaria qualquer constante

arbitraria - obtém-se In|U|:—2In|y1|—_[pdx e tirando o0s expoentes vem

U =i2efjpdx. U =u’. Assim a segunda solugio pretendida é y, =uy, = yl_[de.
Y1

Uma vez que y,/y, =u = jde ndo pode ser constante, vemos que y, e y, formam

uma base.

Exemplo - (x2 —1)y"—2xy'+2y=0 tem y, =X como primeira solu¢éo. Encontre

outra solucdo independente.
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. 1 —Ipdx , . . .
Define-se y, =uy, e usa-se U =—¢ , € crucial que se escreva primeiro a

Y1
~ ~ " , 2 1 —dex .
equacdo na forma padrdo, y'-——y'+———y=0 porque U=—¢e foi
Xx° -1 x° -1 Y
. . 2X ) .
derivada com base neste pressuposto. Entéo —J' pdx =.[ > 1dx: In‘x —ﬂ. Assim
X —

U=x?(x*-1)=1-x2 e u =Ide=x+x’1.Assim, Y, =uy; = (x+xx=x% +1.

Equacbes Ndo Homogéneas.

Comegamos agora a tratar de equagdes nio homogéneas y”+ p(x)y’+q(x)y = r(x)
onde r(x)=0. Antes de considerarmos os métodos de resolugéo, exploremos primeiro

0 que realmente € necessario para passarmos da correspondente equacdo homogénea
y"+ p(x)y’+q(x)y =0 para a equagdo no homogénea. A chave que relaciona as

duas e nos permite resolver a equacdo ndo homogénea é o seguinte teorema:

Teorema — A diferenga de duas solugbes de y”+ p(x)y’+q(x)y = r(x) num intervalo
aberto | é uma solugdo de y”+ p(x)y’+q(x)y=0. A soma de uma solugio de
y"+ p(x)y’+q(x)y =r(x) em 1 e uma solucdo de y”+ p(x)y'+q(x)y=0 em | é
uma solugéo de y”+ p(x)y’+q(x)y =r(x) em 1.

Esta situacdo sugere 0s seguintes conceitos:
Solucéo Geral e Solugéo Particular.

Uma solugdo geral da equagdo ndo homogénea y”+ p(x)y’+q(x)y =r(x) num
intervalo 1 é uma solugdo da forma  y(x)=y,(x)+y,(x) onde
y,(x)=c,y,(x)+¢c,y,(x) € uma solugdo geral da equacdo homogénea
y"+p(x)y’+a(x)y=0 em I e y,(x) é qualquer solugio de
y"+ p(x)y’ +q(x)y = r(x) em I ndo contendo constantes arbitrarias. Uma solugéo

particular de y"+ p(x)y’+q(x)y=r(x) em | é uma solucdo obtida de
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y(x)=y,(x)+y,(x) atribuindo valores especificos as constantes arbitrarias c, e c,
em y,(x). Se os coeficientes de y"+ p(x)y’+q(x)y=r(x) e r(x) sdo funcdes
continuas em |, entdo y"+ p(x)y’+q(x)y =r(x) tem uma solugio geral em |
porque Y, (x) existe em I, e a existéncia de y,(x) sera mostrada quando falarmos no
método de variacdo de pardmetros. Um problema de valor inicial para
y"+ p(x)y’+q(x)y = r(x) tem uma unica solugéo em I . Na verdade, se sdo dadas as
condiges iniciais y(x,)=K,, y'(x,)=K, e y, foi determinado, existe, pelo
teorema, uma solugdo Unica da equacio homogénea y”+ p(x)y’+q(x)y=0 em I
satisfazendo  ¥(x,)=K, -y, (X)), ¥'(%)=K, -y,(x) e y=y+y, é a Gnica
solugdo de y"+ p(x)y’ +a(x)y =r(x) em | satisfazendo as condig@es iniciais dadas.
Para além disso, justificando a terminologia, demonstramos agora que uma solugéo
geral de y"+ p(x)y’+q(x)y = r(x) inclui todas as solugdes; entdo a situagdo € a

mesma que para a equacao homogeénea:

Teorema — Suponha-se que os coeficientes e r(x) em y”+ p(x)y’ +q(x)y = r(x) séo
continuos num intervalo aberto | . Entfo toda a solugdo de y”+ p(x)y’+q(x)y = r(x)
em | é obtida atribuindo valores adequados as constantes arbitrarias numa solugéo

geral y(x)=y,(x)+y,(x) de y"+ p(x)y’+a(x)y =r(x) em I .

Conclus&o — Para resolver a equagdo ndo homogénea y”+ p(x)y’+q(x)y = r(x) ou
um problema de valor inicial para a equacao anterior, temos que resolver a equacéo

homogénea y”+ p(x)y’+dq(x)y =0 e encontrar qualquer solugdo particular y, de

y"+ p(x)y’ +q(x)y =0.

Exemplo — Resolva o problema de valor inicial y”—4y'+3y =10e?*, y(0)=1,
y'(0)=-3.

A equacdo caracteristica A° —44+3=0 tem as raizes 1 e 3. Isto permite obter como

solugo geral da equagdo homogénea a equagdo y, =c,e” +c,e®. Uma vez que e
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-2X

tem derivadas mdltiplas de e™, tenta-se como solugdo particular y, = Ce ™. Entdo

y! =—-2Ce?, y" = 4Ce™® . Por substituigio vem 4Ce > = —4(— 2Ce 2*)+3Ce > =

=10Ce ™. Assim, 4C +8C +3C =10, C =§, e uma solucédo geral da equagdo nédo

. . 2 _ i -
homogénea é y=y,+Yy,=ce"+ c,e¥ +§e 2, Por diferenciacdo,

—2X

y'(x)=c,e* +3c,e™ —%e e das condigdes iniciais, vem y(0)=c, +c, +§=1,

y'(0)=c, +3c, —% =-3. Tem-se ¢, = 43, ¢, =—1. Portanto, a solugio particular

. o, 4 2 _
que satisfaz as condig@es iniciais é y = Eex —e¥ e 2

Solucéo por Coeficientes Indeterminados.

Uma solucdo geral de uma equagdo linear ndo homogénea é uma soma da forma
y=Y,+Y, onde y, éuma solucdo geral da equagdo homogenea correspondente e
y, € qualquer solugdo particular da equagdo ndo homogénea. Ja vimos isto. Assim

falta discutir métodos. Existe um método muito simples, especial, e de interesse
pratico, que discutiremos agora. E chamado o método dos coeficientes indeterminados

e aplica-se a equacbes y"+ay'+by = r(x) com coeficientes constantes e membros
direitos r(x) especiais, nomeadamente, fungdes exponenciais, polinémios, cossenos,
senos, ou somas ou produtos de tais fungdes. Este tipo de fungdes r(x) tém derivadas
similares & propria fungdo r(x), o que nos dé a ideia chave: escolhe-se para y, uma
forma parecida a de r(x) e envolvendo coeficientes desconhecidos a serem
determinados por substituicdo da escolha para y, em y"+ay’+by = r(x). Seguem-se

as regras do método:

(A) Regra Bésica — Se r(x) em y”+ay’'+by =r(x) é uma das fungdes na primeira

coluna da tabela abaixo, escolhe-se a fungdo correspondente y, na segunda coluna e
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determina-se os seus coeficientes indeterminados por substituicdo de y, e das suas

derivadas em y” +ay’ +by = r(x).

(B) Regra da Modificagdo — Se um termo escolhido para y, é, por acaso, uma

solucdo da equacdo homogénea correspondente para y"+ay'+by=r(x), entdo
multiplica-se essa escolha de y, por x - ou por x> se esta solucio corresponde a

uma raiz dupla da equac&o caracteristica da equa¢do homogeénea.

(C) Regra da Soma — Se r(x) é uma soma das fungdes listadas na tabela

abaixo — primeira coluna — entdo escolhe-se para y, a soma de fungGes nas linhas

correspondentes da segunda coluna.

A regra basica diz-nos o que fazer em geral. A regra da modificagdo visa resolver as
dificuldades que ocorrem no caso indicado. Temos sempre que resolver a equacgio
homogénea primeiro. A regra da soma € utilizada se repararmos que a soma de duas
solugdes de y”+ay’'+by =r(x) com r=r, e r =r,, respectivamente, é uma solugio

de y"+ay’+by=r(x) comr=r, +r,.

Método dos Coeficientes Indeterminados

Termo em r(x) Escolha para y,,
ke Ce”
kx"(n=01,...) KX + K X"+ Kox+ K
k cos wx
} K cosawx + M sin ax
ksin wx
ke®™ cos ax
}eaX(K cos X + M sin ax)
ke™ sin ax

O método corrige-se a si mesmo no sentido de que uma escolha falsa de y, ou uma

com termos a menos levara a uma contradicdo, indicando normalmente a correccao
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necessaria, e uma escolha com demasiados termos dara origem a um resultado

correcto, com os coeficientes supérfluos acabando por se tornarem nulos.
Exemplo (regra A) — Resolva a equago nio homogénea y” + 4y = 8x”.

A tabela sugere a escolha y, = K,x* + K, x+K,. Entdo y; = 2K, . Por substituicdo
obtém-se 2K, + 4(K2x2 + KX+ KO): 8x”. Equacionando os coeficientes de x*, x e
x° em ambos os lados, tem-se 4K, =8, 4K, =0, 2K, +4K, =0. Assim, K, =2,
K,=0, K,=-1. Entdo y, =2x*-1, e uma solugdo geral de y”"+4y=8x> é

Y=Y, +Y, = Acos2x + Bsin2x+2x* 1.
Exemplo (regra B) — Resolva y" —3y'+2y =¢”.

A equacAo caracteristica A° —31+2=0 tem as raizes 1 e 2. Assim y, =c,e* +c,e’*.
Normalmente, a nossa escolha seria y, =Ce*. Mas podemos ver que e* € uma
solucdo da equacdo homogénea corespondendo a uma raiz — nomeadamente, 1. Assim
a regra (B) sugere y, =Cxe". Necessitamos y| = C(eX +xex), 1% :C(ZeX +xex).
Por substituigio obtém-se C(2+x)e* —3C(L+ x)e* +2Cxe* =e*. Os termos xe* sdo

anulados, restando —-Ce* =e*. Entdlo C=-1. Uma solucdo geral ¢

y =ce* +c,e” —xe*.
Exemplo (regra B e regra C) — Resolva o problema de valor inicial y"—2y'+y=
=(D-1y=e"+x, y(0)=1 y'(0)=0.

A equacgdo caracteristica tem a raiz dupla A=1. Assim 'y, =(c, +c,x)e".
Determina-se uma solugdo particular y . Pela tabela, o termo x indica uma escolha
de solugdo particular K,x+K,. Uma vez que 1 € uma raiz dupla da equagéo
caracteristica (/1—1)2 =0, pelaregra (B) o termo e* pede a solucéo particular Cx’e”

(em vez de Ce*). Tem-se y,=K,x+K,+Cx’". Substituindo isto em
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y”—2y’+y=(D—l)2y=ex+x e simplificando a expressdo, obtemos
Yy =2y, +y, =2Ce" + K;x-2K, + K, =e” +x. Entdo C:%, K,=1, K,=2 e
uma solugio geral de y'-2y'+y=(D-1y=e"+x € y=y, +y,=

1 o .
=(c, +c,x)e* +Ex2eX +x+2. Para entrarmos com as condiges iniciais, precisamos
. 1 .
também de y'=(c, +c, +C,x)e*" +(X+Ex2jeX +1. Assim y(0)=c, +2=1,

¢, =-1; y'(0)=c, +¢, +1=0, ¢, =0;. A resposta ¢ assim y=e‘X+%x2eX+x+2.

Método de Variacao de Parametros

O ultimo método que vimos é simples e tem importantes aplicacbes em Engenharia,
mas aplica-se apenas a equagdes de coeficientes constantes com membros direitos
r(x) especiais. O método que estudaremos de seguida, o chamado método de
variagdo de parémetros, que é completamente geral; isto é, aplica-se a equagdes
y"+ p(x)y’ +q(x)y = r(x) com funges variaveis arbitrarias p, q e r que sio

continuas num intervalo 1. O método permite obter uma solugdo particular y, de
" ’ _ _ y2r ylr

y"+ p(x)y’+a(x)y =r(x) em 1 naforma y,(x)= ylj.WdX-l- yZJde onde y,,

y, formam uma base de solugbes da equacdo homogénea y”+ p(x)y’+q(x)y =0

correspondendo a y"+ p(x)y’+q(x)y =r(x) e W =y,y, —y/y, é o wronskiano de

yl’ y2'
Na pratica, este método € muito mais complicado o que o anterior, devido as
integracoes.

Vejamos primeiro um exemplo ao qual o método anterior ndo se aplica.

Exemplo — Resolva a equacéo diferencial y"+y =secx.
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Uma base de solucbes da equacdo homogénea em qualquer intervalo é y, =cosx,

CosSX sinXx

y, =sinx. Obtém-se 0 wronskiano W(cosx, sinx)= = COSXCOS X —

—sinx CcosXx
. . _ . _ yzr ylr

—(~sinx)sinx=1. Assim de yp(x)_—ylj'de+ yz.[de, escolhendo as

constantes de integracdo de modo a serem nulas, obtém-se a solucdo particular

. . . . . 1
Y, =—cosxjsm Xsec xdx +sin x.[cosxsecxdx, isto € y,=-cosx|sinx——dx+
COS X

) 1 . . .
+3sin xjcosx—dx:—cosxjtan xdx+smx-x:—cosxln|secx|+xsmx e entdo
COS X

oS X
= —(~cosx In|cos x|)+ xsin x = cosxInjcos x|+ xsinx, obtido da equacdo dada.

. _ . -1 -
y, =—cosxIn + Xxsin x =—cosx|n‘cos 1x‘+xsmx =—cosxInjcosx| "~ + xsin x =

Obtém-se a solugdo geral y =y, +Y, =C, COSX+C,sin x+cosxInjcos x|+ xsin x =

= (c, + Injcos x{)cos x + (c, + x)sin x.
Explanagdo do Método.

A continuidade de p e g implica que a equacio homogénea y” + p(x)y’+q(x)y =0
tem uma solugdo geral y,(x)=c,y,(x)+c,y,(x) em 1. O método de variagdo de
parametros implica substituir as constantes ¢, e c, - aqui consideradas como
parametros em vy, - por fungdes u(x) e v(x) a serem determinadas de modo a que a
funcdo resultante y,(x)=u(x)y,(x)+v(x)y,(x) é uma solugdo particular de
y"+p(x)y’+q(x)y=r(x) em 1. Diferenciando y,(x)=u(x)y,(x)+v(x)y,(x)
obtemos Yy, =u'y, +uy; +V'y, +Vvy;. Agora Yy, (x)=u(x)y,(x)+v(x)y,(x) contém
duas solucBes u e v, mas o requisito de que y, satisfaca y”+ p(x)y’+q(x)y = r(x)

imp&e apenas uma condicdo em u e v. Assim parece plausivel que possamos impor
uma segunda condicéo arbitréria. Na verdade, veremos que podemos determinar u e

v tais que y, satisfaca y”+ p(x)y’+q(x)y=0 e u e v satisfacam como segunda
condicdo a relagdo u'y, +vy; =0. Isto reduz a expressdo para y, a forma

y, =uy, +vy;. Diferenciando esta fungdo tem-se yj =u'y; +uy",+v'y) +vwy",.
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Substituindo v, (x)=u(x)y,(xX)+v(x)y,(x), y, =uy;+vy, e yi=u'y;+uy",+
+V'y, +wy", em y"+ p(x)y’ +q(x)y = r(x) e ordenando os termos que contém v,
obtemos prontamente u(y; + py; +ay, )+ Vv(ys + py, +ay, )+u'y, +V'y, =r. Uma vez
que y, e y, sdo solugBes da equacdo homogénea y”+ p(x)y’'+q(x)y =0, isto
reduz-se a u'y; +V'y, =r. Ja tinhamos chegado a u'y, +vy, =0. Temos assim um
sistema linear de duas equacdes algébricas para as fungfes desconhecidas u’ e v'. A
solucdo é obtida através da regra de Cramer ou como se segue: multiplica-se a
primeira equagdo por -y, e a segunda por vy, e adiciona-se para obter
u'(y,ys - y,Yi)=—y,r onde W é o wronskiano (W =y,y, —v,y,) de y,, y,. Agora
multiplica-se a primeira equacéo por y, e a segunda por —y; e adiciona-se para obter
V'(y,Ys = Y,¥i)=y,r, assim v'W =y,r. A divisdo por W #0 - se y,, y, formam

- r r . . r
uma base W =0 - origina u’=—yL, v=2" por integracdo u=—jyidx,
w w

w

v:ij#dx. Estes integrais existem porque r(x) é continua. Substituindo-os em

r r
y, (X)=u(x)y,(x)+v(x)y,(x) obtemos 'y, (x)= —ylj'ywidx + yzijde. Isto

completa a derivagéo.

Atencdo! — Antes de aplicar yp(x)z —ylijerXJr yZJ'yWerx, a equacdo deve estar

na forma padrdo y”+ p(x)y’+q(x)y =0 com y" como primeiro termo. Temos que

dividir por f(x) se tivermos f(x)y".
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