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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

Capitulo IV

O método das transformadas de Laplace resolve equagdes diferenciais e
correspondentes problemas de valor inicial e problemas de valor fronteira. O processo

de solugéo consiste em trés passos principais:

e Primeiro passo — O dificil problema dado € transformado numa equacéo
simples — equac&o subsidiaria.

e Segundo passo — A equacdo subsidiaria € resolvida puramente por manipulacoes
algébricas.

e Terceiro passo — A solucdo da equacdo subsidiaria é transformada novamente

para obter a solucdo do problema dado.

Deste modo, a transformada de Laplace reduz o problema da resolugdo de uma
equacao diferencial num problema algébrico. O terceiro passo é simplificado por
tabelas, cujo objectivo é similar ao das tabelas de integrais na integracdo. Esta
permuta entre operagdes de calculo e operacdes algebricas nas transformadas é
chamada célculo operacional, uma area muito importante em matematica aplicada, e
0 método da transformada de Laplace é praticamente o método mais importante para
este propdsito. Na verdade, as transformadas de Laplace tém numerosas aplicacbes na
Engenharia, sendo particularmente (teis em problemas onde a forca
motriz — mecanica ou eléctrica — tem descontinuidades, € impulsiva ou periédica mas
ndo meramente uma funcdo seno ou cosseno. Outra vantagem € que o método resolve
problemas directamente. Na verdade, os problemas de valor inicial s&o resolvidos sem
determinar primeiro uma solucéo geral. Similarmente, as equacGes ndo homogéneas

séo resolvidas sem primeiro responder a correspondente equagdo homogénea.
Transformada de Laplace. Antitransformada. Linearidade.

Seja f(t) uma fungéo dada que é definida para todo o t > 0. Multiplica-se f(t) por

e ™ e integra-se em relagdo a t de zero até ao infinito. Entdo, se o integral resultante

existe — isto é, tem algum valor finito - é uma fungdo de s, digamos, F(s):

Prof. Alzira Dinis
76



Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

F(s)=

e f(t)dt. Esta fungdo F(s) da varidvel s é chamada a transformada de

Oy 3

Laplace da fungdo original f(t), e serd& notada por L(f). Assim

0

F(s)= L(f):J'e‘Stf(t)dt. Portanto lembremos: a fungio dada depende de t e a

0
nova funcdo — a sua transformada — depende de s. A operagdo descrita, que origina

F(s) a partir de f(t), é também chamada a transformada de Laplace. Para além

©

disso, a fungdo original f(t) em F(s):L(f):je’Stf(t)dt ¢ chamada a

0

transformada inversa, antitransformada ou inversa de F(s) e sera notada por L™(f);

isto &, escreveremos f(t)=L*(F).

Notacdo — As fungdes originais sdo notadas por letras mindsculas e as suas

transformadas pelas mesmas letras em maisculas, de modo a que F(s) representa a
transformada de f(t) e Y(s) representa a transformada de y(t), e assim

sucessivamente.

Exemplo — Seja f(t)=1 quando t > 0. Encontre F(s).

De F(s):L(f):Te’s‘f(t)dt obtemos por integragio L(f):L(l)zTe’s‘dt:
0

0

0

—_ e

; assim, quando s >0, L(1)=l. O integral com intervalo de integragdo
s

0

entre zero e o é chamado um integral improprio e, por definicdo, é calculado de

L) T
acordo com a regra J-e’s‘f(t)dt = lim [e™ f(t)dt . Assim a nossa notagfo significa
0

T—ow

w© T
je‘s‘dt = Iim{—le‘“} = Iim[—le‘St +le°} 1 (s>0).
0 0 S

T oo S T > S S

Exemplo — Seja f(t)=e* quando t >0, onde a é uma constante. Encontre L (f).
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

0

e > f(t)dt, L(eat):Te‘“eatdt=Le‘(s‘a)t ;
0

Novamente por F(s)=L(f)=
a-s 0

O =y 8

entdo, quando s—a >0, L(e"’“):i.
s-a

Seré que devemos continuar deste modo e obter a transformada de uma funcdo apos
outra directamente a partir da definicdo? N&o! A razdo é que a transformada de
Laplace tem muitas propriedades gerais que sdo Uteis para este proposito. Acima de
tudo, a transformada de Laplace é uma operacdo linear tal como a diferenciacao e

integracdo. Significa que:

Teorema — A transformada de Laplace é uma operacdo linear, isto é, para quaisquer

fungbes f(t) e g(t) cujas transformadas de Laplace existam e quaisquer constantes a

e b, L{af(t)+bg(t)}=aL {f(t)}+bL{g(t)}.

Demonstragio  —  Por  definiio, L {af(t)+bg(t)} = J e[af (t)+bg(t)ldt =
0

0

afe* f(t)dt+bJe *g(t)dt = aL {1 (1) +bL {g(t).

0
Exemplo - Seja f (t)=coshat = (e® +e *)/2. Encontre L (f).

A partir do teorema anterior e do exemplo anterior obtemos

L(coshat)zéL(e‘“)jL%L(ea‘)z%(iJrij; isto é, quando s>a (>0),

S
>

L (coshat) = "

s2

Exemplo - Seja F(s)= m, a=b.Encontre L*(F).
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

O inverso de uma transformacdo linear é linear. Por reducdo de fraccdo parcial

obtemos assim do pendltimo exemplo L'l(F):L'l{ ! ( t 1 j}:
a-b\s-a s-b

S L'l(ij—L'l[Lj =L(eat—eb‘), 0 que prova a 11* férmula
a-b s—a s—b a-b

apresentada no fim deste capitulo.

Exemplo — Seja F(s)= m, a=b.Encontre L*(F).

Utilizando a ideia do exemplo anterior, obtemos L™ SR
(s—a)s—b)

_Lt ( 1 1 j _ 1 (ae® —be®).
a-b\s—-a s-b a-b

Uma pequena lista de algumas funcBGes elementares importantes e das suas

transformacdes de Laplace é dada na tabela que se segue. Uma lista mais extensa vira
no fim. Uma vez sabidas as transformadas abaixo, quase todas as transformadas que
necessitaremos podem ser obtidas através da utilizacdo de alguns teoremas simples
que veremos. As trés primeiras formulas da tabela sdo casos especiais da quarta
férmula. Esta ultima é provada por indugdo como se segue. Verifica-se para n=0

devido ao primeiro exemplo e 0'=1. Veremos agora a hipotese de inducdo que se

verifica para qualquer inteiro positivo. De F(s)=L(f)=[e™ f(t)dt obtemos a

Ot 8

. x F 1
integracdo por partes L(t”*l):je‘s‘t”+1dt =——e "™
0

S 0 S

T (n+1)7%
+( i )Ie‘S‘t”dt. A parte
0
livre do integral é zero para t=0 e para t—>o. O lado direito é igual a

(n+1)L (t”) s. Daqui e da hipétese de  inducdo  obtemos

L(t)= nT+l L(t")= (:J;H?I = (23)' . Isto prova a 42 formula.
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

Algumas fungdes f (t) e suas transformadas de Laplace L (f)

f(t) L(f) f(t) L(f)
1
1 1 S 6 at —_—
1 e < a
2 t 1s? 7 cos ot >
s s? +w?
(0]
3 2 1/g3 8 sin wt
t 2./8 s2 4 @2
tn n! S
4 n+l 9 cosh at 2_ .2
(n=01...) . s -4
t* r(a+1) a
5 a+l 10 sinh at s2_g?
(a positivo) §

I'(a+1) na formula 5 é a chamada fungio gama e obtemos a férmula 5 a partir de

F :Lf:w “Uf(t)dt, definindo st=x: Lta=w‘5‘tadt:w*£5ja%=
(s) ()_([e (t) efinindo st = x ()!e !e -

1

T INa+1 . . , )
= je andx:—( ) s >0, porque o Ultimo integral é precisamente o que
Sa+1 0 Sa+1

define T'(a+1). Note-se que T'(n+1)=n! quando n €é um inteiro ndo negativo, de
modo a que a formula 4 também se segue a formula 5. A férmula 6 foi demonstrada
no segundo exemplo. Para demonstrar as formulas 7 e 8, definimos a=iw na

férmula6.EntéoL(ei“t): ! Stlo  _stlw | S ;@

s—io (s-io)s+io) SPtw’ St Sttt

ot

Por outro lado, pelo teorema anterior e e =coswt+isinwt, vem
L (e )=L (coset +isinwt) =L (coset)+iL (sinet). Equacionando as partes real e

imaginaria destas duas equacOes, obtemos as formulas 7 e 8. A formula 9 foi
demonstrada no terceiro exemplo, e a formula 10 pode ser demonstrada de uma forma

similar.
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

Existéncia de Transformadas de Laplace.

Concluindo esta parte introdutéria, deveriamos dizer algo quanto a existéncia da

0

transformada de Laplace: Para um s fixo o integral em F(s)= L(f):Je’“f(t)dt
0

existira se todo o integrando e f (t) tende para zero suficientemente rapido a medida
que t— oo, digamos, pelo menos como uma fungdo exponencial com expoente

negativo. Isto origina a desigualdade |f(t)| < Me” abaixo no subsequente teorema de

existéncia. f(t) ndo necessita de ser continua. Isto é de importancia pratica uma vez
que as entradas descontinuas — for¢as motrizes — sdo precisamente aquelas para as
quais 0 método da transformada de Laplace se torna particularmente util. E suficiente

que f(t) seja continua por partes em todo o intervalo finito na gama t>0. Por
definigdo, uma funcio f(t) é continua por partes num intervalo finito a<t<b se
f(t) é definida nesse intervalo e € tal que o intervalo pode ser subdividido em muitos
intervalos finitos, em cada um dos quais f(t) é continua e tem limites finitos &

medida que t se aproxima de cada um dos pontos finais do intervalo de subdiviséo a
partir do interior. Segue-se desta definicdo que os saltos finitos sdo as Unicas
descontinuidades que uma funcéo continua por partes pode ter; estas sdo conhecidas
como descontinuidades ordinarias. A

figura ao lado mostra um exemplo de uma

funcéo continua por partes, onde os pontos /.
marcam os valores da fungdo nos saltos. A \ /.J
~ b

classe de funcbes continuas por partes 3

inclui todas as fungdes continuas.

Teorema — Seja f(t) uma funcdo que é continua por partes em todo o intervalo finito
na gama t>0 e que satisfaz |f(t)|s Me” - para todo t>0 - e para algumas

constantes ¥ e M . Ento a transformada de Laplace de f (t) existe para s > y.

Demonstragio — Uma vez que f(t) é continua por partes, e f(t) é integravel sobre

qualquer intervalo finito no eixo dos t. De |f(t)|£ Me”, assumindo que s>y,
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

0

[e f(t)dt

0

£j|f(t)|e‘$tdt ste”e‘Stdt - M onde a condigio
0

bt L(f)=
obtemos |L(f) 0 ">

s > y foi necessaria para a existéncia do ultimo integral.

As condicOes deste ultimo teorema sdo suficientes para a maior parte das aplicagdes e

é facil de descobrir se uma dada funcdo satisfaz uma desigualdade da forma
| (t)] < Me”.
Por exemplo, cosht<e', t" <nle' (n=0.,...) — para todo o t>0 - e qualquer

fungdo limitada em valor absoluto para todo o t>0, tal como as fungdes seno e

cosseno de uma variavel real, satisfaz aquela condigdo. Um exemplo de uma funcéo

que ndo satisfaz uma relagdo da forma |f(t)|s Me” é a funcdo exponencial e,
porque, ndo interessando se M e y escolhidos sejam em |f(t)| < Me” muito grandes,
verifica-se que e > Me” para todo o t >t,, onde t, € um nimero suficientemente
grande, dependendo de M e . Deve frisar-se que as condi¢Ges no teorema anterior
sdo suficientes em vez de necessarias. Por exemplo, a funcéo ]/\/f é infinita para

t =0, mas a sua transformada existe; de facto, a partir da defini¢éo e F(%)z Jr
S A S 17 Y 1 (1) [«
obtemos L(t %): et %dt:— e7*x 2dx:—r£_j:\/:.
! Vs ! Vs \2) Vs

Solugdo unica — Se a transformada de Laplace de uma dada fungdo existe, é
determinada de modo Unico. Consequentemente, pode mostrar-se que se duas
fungdes — ambas definidas no eixo real positivo — tém a mesma transformada, estas
funcbes ndo podem diferir em vérios pontos isolados. Uma vez que ndo tem
importancia nas aplicacdes, podemos dizer que a inversa de uma dada transformada é
essencialmente Unica. Em particular, se duas fungdes continuas tém a mesma

transformada, elas sdo completamente idénticas.
Transformadas de Derivadas e Integrais.

Discutiremos e aplicaremos agora a propriedade mais crucial da transformada de

Laplace, nomeadamente, falando um pouco grosseiramente, que a diferenciacdo de
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

funcdes corresponde & multiplicacdo das transformadas por s. Assim, a transformada
de Laplace substitui operacbes de calculo por operagdes de algebra em
transformadas. Isto é resumidamente, a ideia bésica de Laplace, pela qual o devemos

admirar.
O primeiro teorema diz respeito a diferenciagio de f(t) e o segundo & extensdo a

derivadas de ordem superior:

Teorema — Suponha-se que f(t) é continua para todo o t >0, satisfaz | f(t)] < Me”,
para algum » e M, e tem uma derivada f'(t) que é continua por partes em cada
intervalo finito na gama t> 0. Entdo a transformada de Laplace da derivada f’(t)

existe quando s >y, e L(f')=sL(f)- f(0).

Demonstrag&o — Consideraremos primeiro o caso quando f'(t) é continua para todo o

t>0. Entao pela  definicdo e por integracéo por partes,

Te’“f [“f(]+s‘|'e’St (t)dt. Uma vez que f satisfaz
0

|f(t)| < Me”, a parte integrada a direita é zero no limite superior quando s >y, e no
limite inferior é — f(0). O dltimo integral é L (f), sendo a existéncia para s >y uma
consequéncia do ultimo teorema antes do que demonstramos agora. Isto prova que a
expressio a direita existe quando s>y, e é igual a - f(0)+sL(f).
Consequentemente, L (f’) existe quando s>y, e L(f')=sL(f)- f(0) verifica-se.
Se a derivada f'(t) ¢ meramente continua por partes, a demonstracdo é bastante

similar; neste caso, a gama de integragdo no original deve ser separada em partes tais

que f' é continua em cada uma das partes.

Nota — Este teorema pode aplicar-se também a fungdes continuas por partes f (t), mas
em vez de L(f)=sL(f)-f(0), obtemos a formula L(f')=
=sL(f)-f(0)-[f(a+0)-f(a—0)k™. Aplicando L(f")=sL(f)-f(0) a
segunda derivada f"(t) obtemos L (f")=sL(f')— f'(0)=s[sL(f)- f(0)]- f'(0);
isto 6, L(f")=s’L(f)-sf(0)-f'(0). Similarmente, L(f")=s°L(f)-s’f(0)-
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

—sf’(0)— £"(0), etc. Por indugio obtemos assim a seguinte extensio do Teorema

anterior:

Teorema — Sejam f(t) e suas derivadas f'(t), f"(t),..., f " (t), fungdes continuas
para todo o t >0, satisfazendo |f(t)| <Me", para algum y e M, e seja a derivada
f((t) continua por partes em todo o intervalo finito na gama t>0. Entio a

transformada de Laplace de f(”)(t) existe quando s>y, e é dada por

L(f™)=s"L(f)-s"*£(0)—s"2f(0)—---— f"9(0).
Exemplo - Seja f(t)=t>. Encontre L (f).

Uma vez que f(0)=0, f'(0)=0, f"(t)=2, e L(2)=2L(1)=2/s, obtemos de

L(#7)=s?L(f)=sf(0) £'(0), L(f")=L(2)=2=s2L(f). Assim L({t?)=2 de

s s
acordo com a formula da tabela. O exemplo é tipico, demonstrando que em geral

existem varias maneiras de obter as transformadas das fungdes dadas.

Exemplo — Deduza as transformadas de Laplace de coswt e sinwt .

Seja f(t)=coswt. Entdo f’(t)=-w’cosat =-w’f(t). f(0)=1, f'(0)=0. Daqui
e de L(f")=s’L(f)-sf(0)-f'(0), vem —w?f(t)=L(f")=s’L(f)-s, entdo

L(f)=L(cosat)= Similarmente para g(t)=sinest. Entdo g(0)=0,

s?+w?’

9'(0)=w,e —w?’L(g)=L(g")=s’L(g)-w,assim L(g)=L (sinet)=

s’ + o’

Exemplo - Seja f(t)=tsinwt. Encontre L(f).

Tem-se f(0)=0 e f'(t)=sinot+atcosat, f'(0)=0; f(t)=2wcoswt-
—o’tsinot = 2w coswt — o f (t), portanto através de L (f")=s’L(f)-sf(0)- f'(0)

tem-se L(f")=2wlL (cosat)-w?L(f)=sL(f). Utilizando a férmula de cosat
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

para a transformada de Laplace obtemos (s? +a?)L(f)= 20l (coset)= 220)5 ~.
s’ +w
Assim, o resultado é L (tsin wt) = AZ
(52 + a)z)

Equagdes Diferenciais. Problemas de Valor Inicial.

Consideremos um problema de valor inicial y”+ay +by=r(t), y(0)=K,,
y'(0)= K,, com constantes a e b. Aqui r(t) é a entrada — forga motriz — aplicada ao
sistema e y(t) € a saida — resposta ao sistema. No método de Laplace tem-se trés

passos:

e Primeiro passo — Transformamos y"+ay’ +by=r(t), y(0)=K,, y'(0)=K,
através de L(f")=sL(f)-f(0) e L(f")=s?L(f)-sf(0)- f'(0), escrevendo
Y =L(y) e R=L(r). Isto da [s?Y —sy(0)- y’(0)]+ a[sY — y(0)]+bY =R(s) e ¢
chamada a equacdo subsididria. Ordenando os termos em Y, tem-se
(s> +as+b) =(s+a)y(0)+ y'(0)+R(s).

e Segundo passo — A divisdo por s*+as+b e a utilizacdo da chamada funcdo de

transferéncia, também conhecida por H, Q(s)= da-nos a solugdo da

s’ +as+b
equagio subsidiéria Y(s)=[(s+a)y(0)+ y'(0)]Q(s) + R(s)Q(s). Se
y(0)=y'(0)=0, isto & simplesmente Y =RQ; assim Q €é o quociente

Q :%:% e isto explica o nome Q. Note-se que Q depende somente
de a e b, mas no de r(t) nem das condigdes iniciais.

o Terceiro passo - Reduz-se Y(s)=[(s+a)y(0)+ y'(0)Q(s)+ R(s)Q(s),
normalmente por fracgdes parciais, como no célculo integral, a uma soma de

termos cujos inversos podem ser encontrados através da tabela, de forma que a
solugio y(t)=L7(Y) de y"+ay +by=r(t), y(0)=K, y(0)=K, seja
obtida.
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace
Exemplo - Resolva y"—y=t, y(0)=1 y'(0)=1.

De L(f")=s?L(f)-sf(0)- f'(0) e da tabela anterior tem-se a equagio subsidiaria
s —sy(0)-y'(0)-Y =1/s?, assim, (s*-1) =s+1+1/s>. A fungio de
transferéncia ¢ Q=1/(s?~1) e Y(s)=[(s+a)y(0)+ y'(0)lQ(s)+R(s)Q(s) fica

1 s+1 1 1 1
Y: 1 _ = =
(s+ )Q+52Q sz—1+sz(sz—1) s—lJ{sz—l

1 x
—S—Zj. Desta expressdo para

Y e da tabela obtemos a solugio y(t):Ll(Y):Ll{i}+Ll{ 1 }—

s—1 s’ -1
S

- Ll{iz} =e' +sinht—t.

O diagrama seguinte resume a nossa aproximacao:

Método da transformada de Laplace

Espaco t Espaco s
Problema dado
y'-y=t Equagdo subsidiaria
y(0)=1 (s2 —1)Y:s+1+1/32
y'(0)=1

¢

Solucéo da equacéo subsidiaria

Solugdo do problema dado

(_

1 1

2= g2

y(t)=e" +sinht -t y-_1
s—1

Na prética, em vez de justificarmos o uso das férmulas e teoremas neste método,
verifica-se simplesmente no fim se y(t) satisfaz a equacdo e condigdes iniciais dadas.
As vantagens deste método sdo essencialmente duas: ndo ha determinagdo de uma
solugdo geral da equacdo homogénea; ndo hé determinagdo de valores para constantes
arbitrarias numa solucéo geral.

Problemas de alteracdo dos dados é um nome curto para problemas de valor inicial
nos quais as condigdes iniciais se referem a um instante mais tardio do que t=0. O
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exemplo mais simples seguinte explica como resolver um problema destes pela

transformada de Laplace.

Exemplo — Resolva o problema de valor inicial y"+y=2t, y(—ﬂ'j=—ﬂ,
y(%ﬂ):2—J§.

Podemos ver que y= Acost+Bsint+2t é uma solugdo geral, e sabemos como
deveriamos proceder daqui em diante para entrar com as condi¢des iniciais. O que
vamos aprender é como é que podemos continuar com a transformada de Laplace
embora y(0) e y'(0) sejam desconhecidos:

1° passo (estabelecimento da equacao subsidiaria) - De
L(f")=s’L(f)-sf(0)- f'(0) e databela obtemos s°Y —sy(0)-y'(0)+Y =2/s?.

2° passo (solucdo da equacdo subsidiaria) — Resolvendo algebricamente e usando

- 2 s 1 1 1
fracches parciais tem-se Y = + y(0 +v'(0 =2 = _ +
w0 P s? +1)s? I )isz+1i y'( )sz+1 (sz sz+1J

O YO

3° passo (solucdo do problema dado) — Da tabela vem y=L‘1(Y) na forma
y(t)= 2t + y(0)cost +[y'(0) - 2]sint = 2t + Acost + Bsint - onde A=y(0) e
B=y'(0)-2, mas isto j&4 ndo tem interesse. A primeira condicdo inicial origina
y(%ﬂ'j:%ﬂ'+A/\/§+ B/\/_Z%ﬂ', assim B=-A. Por diferenciacéo,
y'(t)=2—Asint+Bcost.  Pela  segunda  condigdo inicial  tem-se

y' %ﬂjZZ—A/\/E+B/\/§=2—\/§. Tem-se A=1, B=-1 e a resposta

y(t) = cost—sint + 2t
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Transformada de Laplace do Integral de uma Funcéo.

Uma vez que a diferenciacéo e a integragdo s&o processos inversos, e uma vez que,
grosseiramente falando, a diferenciacdo de uma funcéo corresponde a multiplicacdo
da sua transformada por s, espera-se que a integragdo de uma funcdo corresponda a
divisdo da sua transformada por s, porque a divisdo é a operacdo inversa da

multiplicacdo.

Teorema — Se f(t) é continua por partes e satisfaz uma desigualdade da forma

| (t)] < Me”, entdo L{j'f(r)dr}:%L{f(t)} (s>0,s>7)

Demonstracdo — Suponha-se que f(t) é continua por partes e satisfaz | f (t) < Me”

para algum » e M . E Gbvio que se a ultima expressio se verifica para » negativo,

também se verifica para y positivo, e podemos assumir que y € positivo. Entdo o

t
integral g(t)zj'f(r)dr ¢ continuo e usando |f(t]<Me* obtemos
0

t t
|g(t)|§j|f(r)|dr£M Sj.eyfdrzm(e”—l)sme” (7 >0). Isto mostra que g(t)
0 0 Y e

também satisfaz uma desigualdade da forma |f(t)|s Me”. Para além disso
g'(t)= f(t), excepto nos pontos para os quais f(t) é descontinua. Assim g'(t) é
continua por partes em cada intervalo finito, e, pelo primeiro teorema relativo a
transformadas de derivadas e integrais, L{f (t)}=L{g'(t)} =sL{g(t)}-g(0) (s> ).

Aqui, g(0) €é claramente igual a zero, e portanto L (f)=sL(g). Isto implica o que
t

afirmamos acima no teorema: L{jf(r)dr}z%L{f(t)}. Esta equagdo tem uma
0

companheira Gtil, que obteremos escrevendo L {f(t)}=F(s), trocando os dois

membros e calculando a transformada inversa em ambos. Assim

L-l{l F(s)} =j (c)dr.

S 0
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

. 1
Exemplo — Seja L.(f)= o) Encontre f(t).
sls® + @

2 2 )

Da tabela j& nossa conhecida vem L‘l( ! jzisin ot . Daqui e do ultimo
S +w

t
teorema obtemos a resposta L‘l{l[ 5 ! 2)} =1J'sin oz = iz(l—COSa)t). Isto
s{s“+w R ®

prova a formula 19 que veremos no fim deste capitulo.

Exemplo - Seja L (f)=— 21 . Encontre f(t).
s?(s? + o

Aplicando o dltimo teorema a resposta no exemplo anterior, obtemos a férmula

t -
J}:izj' (1-coswr)d 12 (t_sma)t) Isto prova a
o’ ® o

SZ

desejada: L‘l{i(

s+’

férmula 20 que veremos no fim do capitulo.
Desvio de s. Desvio de t. Fun¢do Escaldo Unitério.

Sabemos que a transformada de Laplace €é linear, que a diferenciacdo de f(t)
corresponde grosseiramente a multiplicagdo de L(f) por s, e que esta propriedade é

essencial na resolucdo de equagOes diferenciais. Para encontrar aplicagGes tais que a
transformada de Laplace possa mostrar o seu real valor, temos primeiro que deduzir
mais algumas propriedades. Duas propriedades muito importantes dizem respeito ao
desvio do eixo s e ao desvio do eixo t, como se expressa nos dois teoremas

seguintes.

Desvio s: Substituicdo de s por s—a em F(s).

Teorema — Se f(t) tem a transformada F(s) onde s>y, entdo e f(t) tem a

transformada F(s—a) onde s—a>y; assim, se L{f(t)}=F(s), entdo

Lie f(t)}=F(s-a).
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Assim, se conhecermos a transformada F(s) de f(t),

encontramos a transformada de e* f (t) através do desvio N
F(s) F(s - a)

do eixo s - isto é, por substituicdo de s por s—a, para | >
S

encontrar F(s—a).

Nota — Tomando a transformada inversa am ambos os membros e interagindo com 0s

membros esquerdo e direito obtemos de L{e*f(t)}=F(s—a) a equacdo

L*{F(s—a)}=e*f(t).

0

Demonstragio -  Por  definicdo, F(s)z.[e’s‘f(t)dt e,  portanto,

0

F(s—a)= [e = £ (1)t = [e[e* ()t = L e £ ().

Exemplo — Aplicando o teorema anterior as formulas f(t)=t"=L(f)= s?*!l ,
f(t)=cosot = L(1)= jwz e f(D)=sinat=L(f)= fwz . da tabela
anterior, obtemos 0s seguintes resultados:
f(t) L(f)
e®t" (S 2!)n+1
e® cos wt (S_:‘)_Ziwz
e® sin ot (s—a)az)+a)2
O que prova as formulas 8, 9, 17 e 18 que veremos no fim do capitulo.
Exemplo — Uma bola de ferro com massa m =2 esta segura na extremidade inferior

de uma mola elastica cuja extremidade superior estd fixa, sendo o modulo de
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

elasticidade k =10. Seja y(t) 0 deslocamento da bola a partir da sua posicdo de
equilibrio estatico. Determine as vibragfes da bola, comegando na posigdo inicial

y(0)=2 com a velocidade inicial y'(0)=-4, assumindo que existe amortecimento

proporcional a velocidade, sendo a constante de amortecimento ¢ =4.

O movimento ¢é descrito pela solugdo y(t) do problema de valor inicial
y"+2y'+5y=0, y(0)=2, y'(0)=-4. A equacéo subsidiaria é
(s? +as+b) =(s+a)y(0)+y'(0)+R(s), isto & (s*+2s+5) =(s+2)2-4+0<

_ 1
2+2s+5) =(s+2)2—-4. A funcdo de transferé : =7 ocif
<:>(s L9254 )Y (s+2) ungdo de transferéncia é Q(s) 2 19515
assim  temos  Y(s)=[(s+ 2)2—4]SZ+—]2-SH:)+OXQ(S)<:>Y(S)= . +2253 =
s+1 2 S [
_ . Entdo L —cos2t, L* =sin2t.
(51 +28 (s+1fe2e 0 (s?+fj > ($2+fJ .

Daqui e do teorema anterior obtemos o tipo de solugcdo esperada

y(t)=L7*(Y)=e"(2cos2t —sin 2t).

Exemplo — Resolva o problema de valor inicial y"-2y'+y=e'+t, y(0)=1,
y'(0)=0.

A equagio subsididria & (s2Y —s)-2(sY —1)+Y = . Ordenando os termos

em Y, tem-se (52—23+1)Y=(s—1)2Y=s—2+ﬁ+i. Tem-se  assim
-1 s

-2 1 1 . L N
Y = > + + > - Aplicamos agora o primeiro teorema. O primeiro

(s-1° (s-1° s*(s-1)

. s-2  s-1 1 1 1 . Co
termo é = = Inversa: e —te . A Inversa

(5-17 (5-1F (s-1f s-1 (s-1f

do segundo termo é t%e'/2 pela tabela e pelo dltimo teorema. Em termos de fraccdes

__A + B +£+2 A multiplicagéo pelo
s?(s-1f (s-1)° s-1 s* s

parciais, o Ultimo termo é

denominador comum origina | = As? + Bs?(s —1)+ C(s —1)° + Ds(s —1)*. Para s =0
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

tem-se C=1. Para s=1 tem-se A=1. Equacionando a soma dos termos em s° e

igualando a zero tem-se D+ B =0, D =-B. Equacionando a soma dos termos em s

e igualando a zero obtém-se —2C+D =0, D=2, e B=-D=-2. A soma das
-2 1

2+—+—2+E = inversa: te' —2e' +t+2. A
(s-1) s-1 s

fraccbes parciais é agora

inversa resulta da tabela e do teorema anterior. Ordenando 0s termos, encontramos

1
t)=L7*(Y)=¢e"'-te' tPe' +(t-2)e' +t+2=—e"+=t%e' +t+2.
y(t) (Y)=e e+%e+( e +t+ e+t vt

Desvio t: Substitui¢io de t por t—a em f(t).

O teorema que vimos anteriormente diz respeito ao desvio do eixo s: a substitui¢éo
de s em F(s) por s—a corresponde & multiplicagdo da fungéo original f(t) por e .
Veremos agora 0 segundo teorema, que diz respeito ao desvio do eixo t: a

substituicio de t em f(t) por t—a corresponde grosseiramente a multiplicagio da

transformada F(s) por e ; sendo a sua formulagéo a seguinte:

Teorema - Se f(t) tem a transformada F(s), entio a funglo

~ 0 set<a s -as H

f(t)= com a >0 arbitrario tem a transformada e *F(s). Assim
ft-a) set>a

se conhecermos essa transformada F(s) de f(t), encontramos a transformada da
fungdo f(t), cuja variavel foi desviada — desvio do eixo t - multiplicando F(s) por

e*as
Fung&o Escalfo Unitario u(t—a).

Por definigdo, u(t — a) é igual a zero para t < a, tem um acréscimo de tamanho 1 em

{O set<a

t=aeélparat>a:ult—a)=
1 set>a

a>0).
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

A figura u (t)‘ mostra o caso especial u(t), que tem o acréscimo
em zero, - e a figura seguinte:

1 g g u(t-a)
mostra 0 , caso geral u(t-a) |
para um 0 t valor a arbitrario i >
positivo. A funcéo escaldo unitério é também chamada a 0 a t

fungdo Heaviside.

A funcio escaldo unitério u(t—a) é um bloco de construgdes bésicas de varias
funcbes, como veremos, e aumenta grandemente a utilidade dos métodos das
transformadas de Laplace. Podemos usé-la para escrever f(t) na forma

ft-a(t-a), istoé, f(t—a)u(t—a):{

0 set<a
f(t-a) set>a’

Este é o gréafico de f(t) para t >0, mas desviado a unidades para a direita.

As duas figuras seguintes mostram

um  exemplo. Representam
. cost
respectivamente a curva cosseno
f(t)=cost para t>0 e a curva 5
0 PIt

f(t—2)u(t—2)=cos(t—2)u(t-2)

obtida por desvio de 2 unidades para

a direita. Para t <a =2 esta funcdo
¢ nula porque u(t-2)
tem esta propriedade.

cos(t —2u(t - 2)

Usando a  formula
flt—ajt-a)=

_J0 set<a
| f(t-a) set>a —

podemos entdo agora

reformular o dltimo teorema:

Teorema—Se L {f(t)}= F(s), entdo L{f(t—a)u(t—a)}=e*F(s).
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

Nota — Se tomarmos a antitransformada em ambos 0s membros da equagéo anterior e

0s trocarmos, obtemos a formula complementar L™ {e *F(s)}= f(t—a)u(t—a).

Demonstragio — Da definicao temos e *F(s)=e ™ [e™ f(z)dz = [e“*f (r)dr.

0 0

0

Substituindo z+a=t no integral, obtemos e‘asF(s):je‘s‘f(t—a)dt. Podemos

a
escrever isto como um integral de 0 a « se nos certificarmos que o integrando é nulo
para todo o t de zero a a. Podemos consegui-lo facilmente multiplicando o presente
integrando pela fungéo escaldo u(t —a), obtendo assim L {f(t—a)u(t—a)}=e *F(s)
e complementando a  demonstragio: e *F(s)= Je’s‘ f(t—au(t-a)dt=
0
=L{f(t-au(t-a)}. A transformada da fungio escaldo unitario u(t—-a) é

—as

L{ut-a)}= ®  (s>0). Esta formula segue-se directamente da definicio porque
S

0

. Vamos considerar dois

a

©

L{ut-a)}= je’“u(t —a)dt = je’“ 0dt + je’“ldt = —%es‘
0 0 a

exemplos simples de aplicacdo do que vimos.

Exemplo — Encontre a transformada inversa de e /s®.

Uma vez que L7*(1/s°)=t?/2, o teorema f(t)A
anterior da-nos Le™/s%)= St
1 0 set<3

==(t-3)u(t-3)=
2( Fut-3) %('{—3)2 set>3

~v

2 selO<t<rzm
Exemplo — Encontre a transformada da fungo f(t)=4{0 sez<t<2z.
sint set>2r

Primeiro passo — Escrevemos f(t) em termos de funcdes escaldo. Para 0<t <7,

tomemos 2u(t). Para t > queremos zero, portanto temos que subtrair a funcdo
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Capitulo 1V — Transformadas de Laplace

escaldo 2u(t—7) com salto em 7. Temos entdo 2u(t)—2u(t—z)=0 quando t > 7.
Isto estd bem até atingirmos 2z onde queremos que entre a funcdo sint; portanto
adicionamos u(t — 27)sint . Tudo junto, f(t)=2u(t)-2u(t-z)+u(t-2z)sint.

Segundo passo — O (ltimo membro é igual a u(t—27)sin(t—27) devido a

peridiocidade, de modo que L{f(t-au(t-a)}=e*F(s), L{uft-a)}= es e a
-7 278
tabela nos permitem obter L (f)= 2.7, ez =
s s*+1
f(t) 4
2

: /_\ /:
0 Pi 2Pi 3P\_/4Pi t

Transformada de Laplace. Férmulas Gerais.

Formula Nome, Comentéarios
F(s)=L{f(t)}= Je‘s‘ f (t)dt Definig&o de Transformada
0
f(t)=L*{F(s)} Transformada Inversa
L {af (t)+bg(t)} = aL {f (t)}+bL {g(t)} Linearidade

L(f")=sL(f)-f(0)
L(f")=s2L(f)-sf(0)-f'(0) Diferenciagéo de Funcéo
L(f™)=s"L()-s"£(0)---— £ ™) 0)

t
L {[ f(z)d z} 1 L(f) Integracdo de Fung&o
S
0
I—{em f(t)}= F(s-a) Desvio s
L {F(s—a)l=e®f(t) (1° Teorema do Desvio)
L{f(t-a(t-a)i=e*F(s) Desvio t
Lt {e*as F(s)}: ft-au(t—a) (2° Teorema do Desvio)
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Tabela das Transformadas de Laplace.

F(s)=L{f () f(t)
1 Ys 1
2 1/32 t
3 1/s" (n=12,...) t"/(n-1)
4 s Y=t
. /5% 2/ T
6 1/s® (a>0) t*1/r(a)
7 L edt
s—-a
1
8 at
(S—a)z te
1 1
’ I’1=l,2, n—leat
’ (s—a)" (n—1)
1 1 v a
——— (n>0 ——1U e
10 (s-a) (n>0) r(k)
1 1 at _ bt
11 —(s—a)(s—b) azb (a—b)(e e )
S 1 at _ pabt
12 (s—a)s—b) azb (a—b)(ae be )
1 1.
13 7,7 Zsmwt
s
14 cos wt
s? +w?
1 1.
15 Y Esmh at
16 sziaz cosh at
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1 .
17 = et
(-a) ot —e sin ot
s—-a
18 -a) +a? e® cos wt
1
19 TR i(1—(:05a)t)
sis +o ) w?
1
20 i(a)t—sina)t)
s2(s? +0?) w3
1 1.
——(sin @t — ot cos wt
21 (Sz+a)2) 2w3( e a))
29 aas/s u(t—a)
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