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Capitulo V — Equagdes Diferenciais Parciais

Capitulo V

As equacOes diferenciais parciais aparecem em ligacdo com diversos problemas
fisicos e geométricos quando as funcBes envolvidas dependem de duas ou mais
variaveis independentes. Deve dizer-se que uma parte significativa de problemas
fisicos, de mecanica de fluidos e de solidos — dindmica, elasticidade, transferéncia de
calor, teoria electromagnética, mecénica quantica, e outras areas da fisica sao
modeladas por equagdes diferenciais parciais. As variaveis independentes envolvidas

podem ser o tempo e uma ou Vérias coordenadas no espago.

Conceitos Basicos.

Uma equacdo envolvendo uma ou mais derivadas parciais de uma
fungdo — desconhecida — de duas ou mais varidveis independentes é chamada uma
equacao diferencial parcial. A ordem da derivada mais alta é chamada a ordem da
equacao. Tal como no caso de uma equacdo diferencial ordinaria, diz-se que uma
equacdo diferencial parcial € linear se é do primeiro grau na variavel dependente — a
funcéo desconhecida e suas derivadas parciais. Se cada termo de tal equacéo contém
ou a variavel dependente ou uma das suas derivadas, a equagdo diz-se ser homogénea;

de outro modo diz-se ser ndo homogénea.

Exemplo — S8o exemplos de equagOes diferenciais parciais lineares de segunda

ordem, as seguintes equag0es:

2 2
6_21 =c? Z—L; Equacdo de Onda Uni-dimensional
X
2
gt_u =c? 2—2 Equacéo de Calor Uni-dimensional
X
o’u o%u . . :
—+—=0 Equacéo de Laplace Bi-dimensional
o°u  ou . : o
—+—=f(x,y) Equacéo de Poisson Bi-dimensional
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2 2 2
0 lj + 0 lj + 0 l: =0 Equacéo de Laplace Tri-dimensional
oX® oy~ oz

Aqui ¢ é uma constante, t é o tempo, e X, Yy, z sdo coordenadas cartesianas. A
quarta equacdo (com f(x, y) # 0) é ndo-homogénea, enquanto as outras equacdes sao
homogéneas. Uma solucdo de uma equacdo diferencial parcial numa regido R do
espaco de varidveis independentes € uma funcdo que tem todas as derivadas parciais a
aparecerem na equacdo em qualquer lado em R. (Frequentemente exige-se apenas
que a funcédo seja continua na fronteira de R, tenha tais derivadas no interior de R.)
Em geral, a totalidade de solucdes de uma equacdo diferencial parcial € muito grande.
Por exemplo, as fungbes u=x*-y®, u=e*cosx, U= In(x2 + yz), que sdo
o’u ol

inteiramente diferentes umas das outras, sdo solucGes de a—2+—2=0. A Unica
X

solugdo de uma equagdo diferencial parcial correspondendo a um determinado
problema fisico seré obtida através da utilizacdo de condicGes adicionais que resultam
do problema, por exemplo, a condicéo de que u assume valores dados na fronteira da
regido considerada — condi¢des fronteira, ou, quando o tempo t é uma das variaveis,
que u - ou u, =du/ot ou ambos — é prescrito em t =0 - condigdes iniciais. Sabemos
que se uma funcdo diferencial ordinéria é linear e homogénea, entdo a partir de
solugBes conhecidas, podemos obter mais solucBes por superposi¢cdo. Para uma
equacao diferencial parcial linear homogénea a situacdo é bastante semelhante,

verificando-se o seguinte teorema:

Teorema — Se u, e u, constituem quaisquer solucdes de uma equagdo diferencial
parcial homogénea linear numa regido R, entdo u=c,u, +c,u, onde c, e ¢, sdo

quaisquer constantes, é também uma solucdo dessa equacdo em R.

A demonstracdo deste importante teorema é simples e bastante similar a do teorema

que vimos para equagdes diferenciais ordinarias, mas nao a efectuaremos.

Exemplo — Encontre uma solucao u(x, y) da equacdo diferencial parcial u,, —u=0.
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Uma vez que ndo existem derivadas em y, podemos resolver isto como u”—u=0.

Tratando-se de equagdes diferenciais ordinarias teriamos obtido u = Ae* + Be™ com

A e B como constantes. Aqui A e B podem ser fungdes de y, portanto a resposta €
u(x,y)=A(yle* +B(yle™ com A e B fungBes arbitrarias, sendo possivel uma

variedade grande de solugdes.

Exemplo - Resolva a equacao diferencial parcial u,, =-u,.
Sendo u,=p, tem-se p,=-p, p,/p=-1, Inp=-y+C(x), p=c(xee” e
integrando relativamente a x vem, u(x,y)= f(x)e”’ +g(y) onde f(x)=jc(x)dx;

aqui f(x) e g(y) sdo arbitrarios.

Equacdo de Calor.

N k |,
A equacéo de calor g—l: =c?V2u com ¢? = — da-nos a temperatura u(x, y,z,t) num
op

corpo de material homogéneo. Aqui ¢’ € a difusividade térmica, k a condutividade
térmica, o o calor especifico, e p a densidade do material do corpo. V’u € o

Laplaciano de u, referido as coordenadas  cartesianas X,Y,Z,

o°u d%u  d . )
=2 +8y2 +azz . Como aplicagdo importante consideremos a temperatura

numa barra ou arame finos de seccdo constante e material homogéneo, que esta

VZau

orientado ao longo do eixo x e esta perfeitamente isolado lateralmente, por forma a
que o calor flui apenas na direccdo do eixo dos x. Entdo u depende somente de x e

do tempo t, e a equagdo de calor torna-se a equacdo de calor uni-dimensional:

ou o%u . . . -
i c? pvl Resolveremos esta equacao para alguns tipos de fronteira e condi¢Ges
X

iniciais importantes.

Comegemos com 0 €aso no qual os I >

Il
—

extremos x=0 e x=Ldabarraa O Barra X
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direita sdo mantidos a temperatura zero, de forma que as condigdes fronteira
u(0,t)=0, u(L,t)=0 para todo o t, e a temperatura inicial na barra é f(x), por
forma a obtermos a condig&o inicial u(x,0)= f(x), dado f(x). Determinaremos uma

ou , 0%
_—C R

5= o satisfazendo  u(0,t)=0, wu(L,t)=0 e
X

solugdo  u(x,t) de

u(x,0)= f(x) - uma condigao inicial seria suficiente. Vejamos como se processa 0

método:

e Primeiro passo — Duas Equagbes Diferenciais Ordinarias: A substituicéo

2
u(x,t)=F(x)G(t) em E_C Z— permite obter FG =c?F'G com G = dG/dt

e F"=d?F/dx®. Para separar as variaveis divide-se por c’FG, obtendo

?G = F? O lado esquerdo depende somente de t e o lado direito somente de
c

X, de modo que ambos 0s membros devem ser iguais a uma constante k. Para

k >0 a Unica solugdo u=FG que satisfaz u(0,t)=0 e u(L,t)=0,¢é u=0. Para
o , G F" ., . .

k negativo igual a — p* (k =—p?) tem-se G F - —p°. Obtém-se assim as

duas equac@es diferenciais ordinarias lineares F"+ p°F =0 e G+c? p’G =0.

e Segundo passo — Satisfacdo das Condicdes Fronteira: Resolvemos primeiro
F"+ p°F =0. Uma solugfo geral é F(x)= Acos px + Bsin px. Das condiges
fronteira u(0,t)=0 e u(L,t)=0, segue-se que u(0,t)=F(0)G(t)=0
u(L,t)= F(L)G(t)=0. Uma vez que G =0 permitiria obter u =0, temos que ter
F(0)=0, F(L)=0 e assim F(0)= A=0 através de F(x)= Acos px+ Bsin px e

entéo F(L): BsinpL=0, com B=#0 (para evitar F=0); assim, sinpL=0,

entdo p =nT”, n=12,.... Definindo B =1, obtemos as seguintes solucbes de

F"+ p®F =0 satisfazendo u(0,t)=0 e u(L,t)=0: Fn(x)zsin%, n=12,....
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Resolvemos agora a equacgdo diferencial é+ ¢’p’G =0, que para p=nz/L,

como obtido, é G+ﬂ, ’G=0 onde A CT_”. Tem a solugdo geral

G,(t)=Be™", n=12..., onde B, é uma constante . Assim as funcGes
. Nax 1% ~ ~ ~
u,(x,t)=F,(x)G,(t)= B, sin——e " (n=12,...) sdo solugBes da equacio de

2

calor aat_u =c’ g—l: satisfazendo  u(0,t)=0 e u(L,t)=0. Estas sfo as
X

eigenfuncdes do problema, correspondendo aos eigenvalores A, =cnz/L.

Terceiro passo — Solucdo de Todo o Problema: Até agora temos solugdes
. nax__,z . o0u ,0%Uu .. -
u,(x,t)=F,(x)G,(t)=B, sin——e"" de i satisfazendo as condicdes
X

fronteira u(0,t)=0 e u(L,t)=0. Para obter uma solugio que também satisfaca a
f

condigdo inicial u(x,0)= f(x), consideramos um série destas eigenfuncdes,

n

u(x,t)ziun(x,t)ziBn sinnTﬂXe’*"Zt (2 :%) Daqui e de u(x,0)= f(x)

n=1

tem-se  u(x,0)= ZB sin X = f(x). Assim, para que u(x,t):iu (xt)=

n
n=1

N T - SUPT
=>'B,sin——e ™" satisfaca u(x,0)= f(x), os termos em B, devem ser os
n=1 L

. - : : 2% . nax
coeficientes da série de senos de Fourier; assim B, :EI f(x)sdex com
0

n=12,.... A solucdo do nosso problema pode ser estabelecida, assumindo que
f(x) é continua por partes no intervalo 0<x <L e tem derivadas laterais em

todos os pontos interiores do intervalo; isto €, sob estas hipoteses a série u(x,t)=

0 ) L
=>u,(xt) ZB sin e2" com coeficientes B, = iJ'f sm—dx éa
n=1 n=1 0

solucdo do nosso problema fisico. Devido ao factor exponencial todos os termos

= =X e . Lo
em u(x,t)= ZUn X,t)= ZanmTe ~" se aproximam de zero & medida que

n=.

t se aproxima do infinito. A taxa de decrescimento varia com n.
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Exemplo — Encontre a temperatura u(x,t) numa barra de cobre isolada lateralmente
com 80 cm de comprimento se a temperatura inicial for 100sin(zx/80)°C e as
extremidades se encontrarem a 0°C. quanto tempo demorara para que a temperatura
na barra diminua para 50°C? Deduza primeiro, depois calcule. Dados fisicos para o
cobre: densidade 8,92 gm/cm®, calor especifico 0,092 cal/gm °C, condutividade

térmica 0,95 cal/cm s °C.

Da condigdo inicial vem u(x,0)= ZB sin 7% ()leOSin%. Assim, por
simples comprovagdo ou xt =Zun ZB sm—e tem-se
n=1 n=1
B, =100, B, =B, =---=0.Em u(x,t)=>"u,(x, ZB sin 7 64 precisamos
n=1 n=1

de 2,° =c*z%/L%, onde ¢® = k/op = 0,95/0,092-8,92 =1158 [cm?/s]. Ent&o obtemos
2,> =1158-9,870/6400 = 0,001785 [s]. A solucdo é u(x,t):1OOsin%e’°'°°”85‘.
Para além disso, 100e ™7™ =50 quando t=(In0,5)/(-0,001785)= 388

[segundos] = [minutos].

Exemplo — Resolva o problema no exemplo anterior quando a temperatura inicial €

100sin(37x/80)°C, sendo os outros dados iguais aos anteriores.

0

= _o.n :
Em u(xt)=>u,(x1) ZBn5|nTﬂXe""‘,em vez de n=1 temos agora n=3, e
n=1

2,0 =322,%=9.0,001785=0,01607, portanto a solucho € agora u(xt)=
:100$in:;—7gxe°'016°7‘. Sendo assim, a temperatura méaxima desce para 50°C em

t= (In 0,5)/(— 0,01607) ~ 43 [s], o que é muito mais rapido — nove vezes mais do que
no exemplo anterior. Se tivéssemos escolhido um n superior, 0 decréscimo ainda
teria sido mais rapido, e numa soma ou série de tais termos, cada termo tem a sua
propria taxa da crescimento, e 0s termos de maior n sdo praticamente nulo ap6s um

curto periodo de tempo. O préximo exemplo é desse tipo, e a curva da respectiva
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figura correspondendo a t=0,5 assemelha-se a uma curva de senos; isto é, é

praticamente o grafico do primeiro termo da solucao.

Exemplo — Encontre a temperatura numa barra lateralmente isolada de comprimento
L cujas extremidades sdo mantidas a temperatura zero, assumindo que a temperatura

o X se0<x<L/2
inicial é: f(x)= L_x selj2<x<L’

L L2
De B, =EJ' f(x)sin X dx obtém-se a equacioB, _2 j xsin % dx +
LY L Ll s L

L
+'|'(L—x)sinn—7zxdx . Da integracdo vem B, =0 se n e par e B :i,
L " " on?x?
L/2
4L . x .
(n=15)9,...), B, =-—— (n=371%1...). Assim a solugdio ¢é
n“z
4L . X cr )’ 1 . 32 3cr )
u(x,t)=—|sin"=exp| —| = | t|-=sin=—exp| —| == | t|+—--|.
7 L L 9 L L
A figura que se segue mostra que a temperatura |, o
dimunui com t crescente, devido a perda de calor por t=0
arrefecimento das extremidades:
p o
Solucdo para L=, c=1 e varios valores de t. X
uaA
t=01
—p
X
T\ t=0,5
—»
X
u t=
t ,
T X
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2
Exemplo- Encontre uma férmula solugdo de %uzc,‘ZZ—l;, u(x,0)= f(x) com
X

u(0,t)=0 e u(L,t)=0 substituidos pela condigfo de ambas as extremidades da barra

se encontrarem isoladas.

As experiéncias fisicas mostram que a taxa de fluimento do calor é proporcional ao
radiente de temperatura. Entdo, se as extremidades x=0 e x=L da barra estdo
isoladas, de forma que nenhum calor sai através das extremidades, tem-se as

condigdes fronteira u,(0,t)=0, u (L,t)=0 para todo o t. Uma vez que
u(x,t)=F(x)G(t), obtém-se u,(0,t)=F'(0)G(t)=0, wu,(Lt)=F'(L)G(t)=0.
Diferenciando F(x)= Acos px + Bsin px, tem-se F'(x)=—Apsin px + Bpcos px, de

forma que F'(0)=B, =0 e entdo F'(L)=-ApsinpL=0. A segunda destas

condicbes dd p=p, = nTﬂ n=0,.2,.... Daqui e de F(x): Acos px + Bsin px com
N7z .
A=1 e B=0 obtemos Fn(x)zcosT, n=0.L12,.... Com G, como anteriormente,

isto produz as eigenfuncdes un(x,t):Fn(x)Gn(t):AncosnTﬂxe’*"z‘ (n=01...)

correspondendo aos eigenvalores A4, =cnz/L. O Ultimo estd como anteriormente,
mas tem-se agora o eigenvalor 4, =0 e a eigenfungdo u, =constante adicionais, que
é a solucgdo do problema se a temperatura inicial f(x) for constante. Isto demonstra o
facto notavel de que uma constante de separacdo pode ser nula, e zero pode ser um

eigenvalor. Para além disso, enquanto que u,(x,t)=F,(x)G,(t)=B, cos%e‘inzt

originou uma série de senos de Fourier, obtemos agora de
nzx 1% , . R
u,(x,t)=F,(X)G,(t)= A, cos=—e™" uma série de cossenos de Fourier

u(x,t)ziun(x,t):iAnsin nTm(e‘l"Zt (2 =CnTﬂ) com coeficientes que resultam

n
n=0 n=0

0 L
da condigdo inicial u(x,0)= f(x)=ZAnsinnTﬂX no forma A, =%J f(x)dx,
0

n=0

L
A, :E'[ f(x)cos % dx, n=12,....
L) L
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Exemplo — Encontre a temperatura na barra do penultimo exemplo, assumindo que as

extremidades estéo isoladas (em vez de mantidas a temperatura zero).

L
Para a temperatura inicial triangular, as formulas Aoz%.ff(x)dx,

2% nzx . 2 (72 nzx
A =—| f(x)Jcos——=dx permitem obter =L/4 e A =— XC0S——dXx +
2} fx)eos "o p a-u e =2 oot

n
0

2_2

L
+j(L—x)cosnﬂde _ 4 (ZCOSn—ﬂ—COSI’VZ'—lj. Assim a solugdo u(x,t)=
2 L n°z 2

s 4 7% |2°

1 671X 6cr )
+-—COS——exXp| —| —— | t[+--p.
6 L L

Vemos que os termos diminuem a medida que t aumenta, e u — L/4, o valor médio

el © , ,
:Zun(x,t)zz&sin%e—znt 8 U(X,t)zk—%{icos ZZX eXp{_[ZiﬂJ t]+
n=0

da temperatura inicial, o que é plausivel porque nenhum calor pode escapar desta
barra completamente isolada. Em constraste, o arrefecimento das extremidades no
terceiro exemplo conduziu a perda de calor e u— 0, a temperatura a qual as

extremidades sdo mantidas.
Equacéo de Laplace.

Uma das mais importantes equacdes diferenciais parciais na fisica é a equacao de
Laplace: V?u=0. Aqui V°u é o Laplaciano de u. Em coordenadas cartesianas
o’u 0°u o . .

> +— +—. A teoria das solugdes da
ox: oy Z

equacdo de Laplace é chamada de teoria potencial. As solugdes de V’u que tém

X,y,Z NO espaco temos que V’u=

segundas derivadas parciais continuas sdo chamadas fungdes harmdnicas.
Veremos de seguida algo sobre a importancia da equacdo de Laplace, mencionando as

areas principais onde desempenha um papel importante.
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Areas de Aplicac&o.

Gravidade — E governada pela equacio de Laplace. Se uma particula A de massa M

esta fixa num ponto (X,Y,Z) e outra particula B de massa m estd num ponto

(x,y,2), entdo A atrai B, sendo a forga gravitacional o gradiente da fungio escalar

. ¢ =GMm =constante, r=+/(x—X)* +(y-Y)* +(z=2)? (>0). Esta

c
u(x, y,z)=F

fungdo de x,y,z é camada o potencial do campo gravitacional, e satisfaz a equacéao
de Laplace. A extensdo do potencial e forca devido a uma distribuicdo continua de
massa € bastante directa. Se uma massa de densidade p(X,Y,Z) esta distribuida
através de uma regido T no espaco, entdo o potencial u correspondente num ponto

(x,y,2) néo ocupado por massa & definido como  sendo

u(x,y,z)= k”jM dXdYdz (k >0) com r como dado pela formula anterior.
r

Uma vez que I/r (r>0) é uma solugdo de V?u=0, isto &, V?(l/r)=0 e p ndo

depende de X,y,z, obtemos Vzu:kj”pvz(ljdXdeZ:O, isto é, o potencial
r

gravitacional definido por u(x,y,z)= k”_[MdXdeZ satisfaz a equacio de

Laplace em qualquer ponto que ndo esta ocupado por matéria.

Electroestatica — A forca eléctrica de atraccdo ou repulsdo entre particulas carregadas
é dominada pela lei de Coulomb, que é da mesma forma matematica que a lei
gravitacional de Newton. Segue-se daqui que o campo criado por uma distribuicdo de
cargas eléctricas pode ser descrito matematicamente por uma funcéo potencial que

satisfaz a equacgéo de Laplace em qualquer ponto ndo ocupado por cargas.

Transferéncia de Calor — E governada pela equagio de calor u, = ¢c*V2u, que no caso
estavel (u, = 0) reduz a equagdo de Laplace, para problemas bi-dimensionais, e no

caso de tri-domensionais, isto € similar.
Hidrodindmica — A equacdo de Laplace aparece também em ligagdo com a

transferéncia de fluido incompressivel de forma estavel.
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Laplaciano em Coordenadas Cilindricas e Esféricas.

Na maior parte das aplicagdes que conduzem & equacgdo de Laplace, é necessario

resolver um problema de valor fronteira, isto é, determinar a solugdo de V°u=0

satisfazendo condicGes fronteira dadas na superficie S daregido T na qual a equacao

é considerada. Chama-se a isto:

0] Primeiro Problema de Valor Fronteira ou Problema de Dirichlet se u é
prescritoem S .

(1) SegundoProblema de Valor Fronteira ou Problema de Neumann se a derivada

normal u, =du/dn é prescritaem S .

(111 Terceiro ou Misto, Problema de Valor Fronteira se u € prescrito numa porgéo

de S e u, narestante parte de S.

E entdo necessario introduzir coordenadas no espago tais z
que S seja dado por formulas simples. Para isto, (r 0 z)
devemos transformar o Laplaciano noutras coordenadas.

Na verdade, para coordenadas cilindricas r, 8, z, que

<Vv

estdo relacionadas com coordenadas cartesianas atraves 0 .
de x=rcos@, y=rsind, z=z, obtemos * X
imediatamente V?u ao adicionar u, a x=rcosd, y=rsind, z =z, tendo assim
o°u 1lou 1 d%u dl
=ttt
or° ror r°o0° oz

Sdo igualmente importantes na pratica as coordenadas esféricas r, €, ¢, que estdo

Vau

relacionadas com as coordenadas cartesianas por X =rcosédsing, y =rsinésing,

z=rcos¢. O Laplaciano de uma funcdo u em z

2 2

coordenadas esféricas é V°u =a—g+£a—u+%a li T (r,9,¢)
or® ror r°og

z

coteg ou 1 o4 . >
= 6_¢+mﬁ que pode também ser y
escrito como Vau :iz i{rza—uj+ 1,
re|or or) sing
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2
><i sin¢a—u + _12 al: . Nao veremos a sua deducao.
O¢ ) sin“¢ o0
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