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ANALISE MATEMATICA 111
Universidade Fernando Pessoa

Faculdade de Ciéncia e Tecnologia

Capitulo | - Equacdes Diferenciais Ordinarias
EXERCICIOS

1. Diga qual a ordem das seguintes equacdes diferenciais e verifiqgue que a funcao
dada é uma solugéo:
a) Xy" =2y’ (R: 12 ordem)

b) y"+9y'=0 (R: 22 ordem)

c) y'—05y=1 y=ce®”™ -2 (R: 12 ordem)

d) y" =6, y=x’+ax’+bx+c (R:3%ordem)

e) y'+ytanx=0, y=ccosx (R:1%ordem)

f) y"'—-2y'+2y=0, y=e*(Acosx+Bsinx) (R:22ordem)

2. Verifique que a funcdo dada é uma solucédo da correspondente equacéo diferencial e
determine ¢ por forma a que a solucdo particular resultante satisfaca a condigéo
inicial:

a) y+y=1 y=ce*+1, y=25quando x=0 (R:c=1,5)
b) y'=2xy, y=ce*, y=4quandox=1 (R: c=4/e)

C) xy'=2y, y=cx’, y=12quandox=2 (R:c=3)

d) w=x, y*-x*=c¢, y0)=1 (R:c=1)

e) y'=ycotx, y=csinx, y(—g)zz (R: c=-2)
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f) wW+x=0, x2+y?=c, y(2)=+2 (R:c=4)

varigveis separaveis

Resolva os seguintes problemas de valor inicial:
X 2 2

a) y’=§, y=3 (R:y -x"=8)

b)  y=-2xy, y0=1 (Ry=e™)

d
=—4xy*, y0=1 (Riy=

ay

2 dx 2x? +1)

dy cos’y _

Resolva o~ sin?x (R: tany=—cotx+c)

Resolva as equagdes diferenciais:

a) y'=3(y+1) (R:y=ce*-1)

b) y'=2xe”’ (R:y= In(x2 + c))

0) —y 4 yO)=—2 (R y—27%
y - y ' y - . y - 1_ Ce4x

reducéo a forma separével

Resolva:
a) (2x—4y+5)y'+x-2y+3=0 (R: 4x+8y+In 4x—8y+1]l=c)

b) xy'=2x+2y (R: y=x°C-2x)

1
c) xyy’:E(y2+x2) (R: y* =x*—cx)

equacdes diferenciais exactas
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10.

11.

12.

13.

Resolva 0 seguinte problema de valor inicial:
(sinxcoshy)dx — (cosxsinhy)dy =0, y(0)=0 (R: cosxcoshy=1)
Mostre que as seguintes equacies diferenciais sdo exactas e resolva-as:

a) ydx+xdy=0 (R: xy=c)

b) yidx +3xy’dy=0 (R: xy®=c)

Verifique que a fungdo F dada € um factor integrante e resolva o problema de valor
inicial:

a) 2ydx+xdy=0, y(05) =8 F=x (R:x’y=2)

b) (1+xy)dx+ x’dy=0, y(1)=0, F=¢Y (R: xe¥=1)

Encontre um factor integrante e resolva a equagdo 2coszydx = zsinzydy

(R: cosnye® =c¢)

equacdes diferenciais lineares

Resolva y’ +2y =e*(3sin2x+2c0s2x)  (R: y=ce™ +e*sin2x)

Resolva o problema de wvalor inicial y'+ytanx=sin2x, y(0)=1

(R: y =3cosx—2cos* X)

equacdo de Bernoulli

Reduza a forma linear a equacdo diferencial ndo linear: y'+y=y> (R:

B 1
~ 1+ce”

y )

método de Picard
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14.

15.

Apligque o método de Picard aos seguintes problemas de valor inicial.(Determine

também a solucdo exacta para a alinea a. Compare.):
a) y'=2y, y(0)=1

(RY, =1+2f Yy, (0)dt,y, =1y, =1+2x,y, =1+ 2x+(2x)*/ 2, etc,y = **)
0

b) y' =xy+2x-x%, y(0)=0

2

1 1
(R:y, =0y, =X —Zx“,y2 = x? —RXG, etc)

c) Yy =x+y, y(0)=-1
(R y,=-1 y,=-1-x+x""/(n+1)!, y=-1-x)

Aplique o método de Picard a y’ =2xy, y(0)=1 Calcule os valores y:(1), y2(1) e

y3(1) e compare-0s com 0 valor exacto y(1)=e=2,718
R:y,(D)=2, y,()=25 1y,(1)=2,667)
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ANALISE MATEMATICA 111
Universidade Fernando Pessoa

Faculdade de Ciéncia e Tecnologia

Capitulo Il - Equacdes Diferenciais Lineares de 22 Ordem
EXERCICIOS

1. Encontre uma base e uma solucéo geral para a equacdo y” +y =0, verificando que

y, =cosx e y, =sinx. (R:W(, x* x*)=16x%)

2. Reduza a primeira ordem e resolva
a) xy"=2y"  (R:y=cx’+c,)
b) y"+9y'=0 (R: ce ™ +c,)

3. Verifique que as funcdes dadas formam uma base de solugdes da equacdo dada e
resolva o problema de valor inicial dado:

a) y"-9y =0,y(0)=2,y'(0) = 0;e™,e™ (R: y=2cosh3x)
b)  y'-2y'+y=0y(0)=4,y'(0)=3¢"xe* (R:y=e*(4-x))
c) y'—4y'+3y=0,y(0)=-1y'(0)=-5¢*e* (R: y=¢e"—2e¥)

4. Indague se as fungdes seguintes sdo linearmente dependentes ou independentes no
intervalo dado:
a) x+1, x-1, (0<x<I)(R:L.L)

b) sin2x, sinxcosx, qualquerintervalo (R:L.D.)

c) X-x, x* (0<x<1) (R:L.D.)

eguacdes homogeéneas c/ coeficientes constantes
5. Resolva os problemas de valor inicial:

Q)  y'+y'-2y=0, y(0)=4, y(0)=-5 (R:iy=e*+3e?)
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10.

11.

12.

b)  y"-4y’+4y=0, y(0)=3, y'(0)=1 (R:y=(3-5x)e*)

Encontre uma solucgdo geral das seguintes equacdes diferenciais:
a) y'+3y'+2y=0 (R: y=ce ™ +c,e™)
b) y"+10y'+25y =0 (R: y=(c, +¢c,x)e™)

c) y"-6y'+9y=0 (R:y=(c, +c,x)e™)

Encontre a equacdo diferencial para a qual as funcbes dadas formam uma base de

solucdes:
2X

a) e, e¥ (Ry"+y —-6y=0)
b) e, e (R y"+25y'+y=0)

Verifique directamente que no caso de uma raiz dupla, xe® com A=-a/2 é uma

solugédo de y” +ay’'+by=0

Mostre que a e b em y”+ay’+by =0 podem ser expressos em termos de Ae 4,

pelas formulas a=-4, - 4,, b=44,

Resolva os seguintes problemas de valor inicial:
a)  y'-16y=0, y(0)=1 y'(0)=20 (R:y=3"-2¢")
b)  y"+6y'+9y=0, y(0)=-4, y'(0)=14 (Riy=(2x-4)e™)

raizes complexas
Verifique que as seguintes fungdes séo solucbes da equacdo diferencial dada e

obtenha a partir delas uma solucdo geral com valores reais da forma

—ax/2

y=e " (Acosawx + Bsinax) :

a) y=ce®™ +ce™, y"+9y=0 (R: y= Acos3x+Bsin3x)
b)  y=ce " tc,e Ny +20y" +(a? +1)y =0

(R: y=e""(Acosx+Bsinx))
c) y=ce “ ey 120y + (@ + %)y =0

(R: y=e""(Acosawx + Bsinax))

Diga se a equacdo dada corresponde ao caso I, Il ou Il e encontre uma solucéo
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13.

14.

15.

16.

geral com fungies reais:

) y"-25y=0 (R:casol,y=ce™+ce™)

b) y"+6y'+9y=0 (R:casoll, y=(c, +c,x)e”>)

c)  y"+2y'=0 (Ricasol, y=c,+c,e?")

d)  10y"+6y’ +109y=0 (R:caso lll, y=e*(Acosx+ Bsinx))

e) y'+2y' +(@0*+1)y=0 (R:casolll, y=e*(Acoswx + Bsinax))

Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

a) y"+9y=0, y(r)=-2, y'(r)=3 (R:y=2c0s3x~-sin3x)

b) y"—4y'+4y =0, y(0)=3, y'(0)=10 (R:y=(3+4x)e*)

C) y”"+20y’'+100y =0, y(01)=32/e~1177, y'(0,))=-30/e~-11,04
(R: y=(3+2x)e™)

1
d) 2y"+y'-y=0, y(4)=e’-e"*=~737] y’(4)=§e2+e’4z3,713

(R: y=e>"—-e™)

Resolva os seguintes problemas de valor fronteira:

1
a) y"—-16y=0, y(0)=5 y(;)="5 (R: y=5")

" r 1 2X
b) y'=2y'=0, y0=-1 y()=e-2 (Riy=e"-2)

1
) y'-2y'+2y=0, y(0)=-3 y(;7)=0 (R:y=-3¢"cosx)

Euler-Cauchy
As equacdes de Euler-Cauchy ocorrem em certas aplicagdes. Vejamos um exemplo

da electroestatica: Encontre o potencial electroestatico v = v(r) entre duas esferas
concéntricas de raios ri1=4 cm e r,=8 cm mantidas a potenciais 1,=110 volts e
v, =0, respectivamente.

Informac&o fisica: v(r) é umasolugdo de rv” +2v' =0, onde v' =dv/dr

(R: v(r)=-110+880/r volts)

Verifique directamente, por substituicdo, que y, =x"Inx é uma solucdo de
x’y" +axy’+by=0 se m*+(a—-1)m+b=0 tiver uma raiz dupla, mas x™Inx e

7 Prof. Alzira Dinis



17.

18.

19.

20.

21.

22.

x™Inx ndo sdo solucdes de x°y”+axy'+by=0 se as raizes m; e m, de

m? + (a—1)m+b = 0 forem diferentes.

Encontre uma solucgéo geral para as seguintes equacdes diferenciais:
a) xy"+4y'=0 (R:y=cC, +C,X°)

b) (x’D*+9xD+16)y=0 (R: y=(c,+¢,Inx)x™)

c) (x’D*+3xD+1)y=0 (R: y=(c,+¢,Inx)/x)

d) X?y" +6,2xy' +6,76y=0 (R: y=(c, +¢, Inx)x™>*)

e) (x*D*+xD+1)y=0 (R: y= Acos(Inx)+ Bsin(Inx))

f) (4x°D*+8xD-15)y =0 (R: y=c, x> +c,x>?)

Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

a)  (4x’D*+4xD-1)y=0, y(4)=2, y'(4)=-025 (R:y=4/x)
b) (x*D*-xD+2)y=0,y1) =-Ly'@) =-1 (R: y=-xcos(Inx))

c) (x*D*+xD-0,0D)y=0, yO)=1 y'®D=01 (R:y=x"")

Resolva (z—-2)°y" +5(z-2)y'+3y=0 (R:y=c¢,(z-2)°+¢,(z-2)")

independéncia linear, wronskiano
Mostre que y=(c, +¢,x)e* é uma solucdo geral de y”"—2y’+y=0 em qualquer

intervalo.

Encontre o wronskiano das seguintes bases:
a) e, e, A, #4, (RIW(e™, e")=(1,-41,)e"")

—axl2

b) e “?cosax, e ?sinox (R: W(e*?coswx, ~*"sinax)=e“w)

c) x*cos(vInx), x*sin(vinx) (R: W(x*cos(vInx), x*sin(vInx))=wx**")

Encontre uma equacao diferencial linear homogénea de segunda ordem para a qual

as fungdes dadas séo solugbes. Encontre o wronskiano.
a) e*, xe* (Riy"=2y'+y=0, W(e*, xe*)=¢e")
b) e*cosx, e*sinx (R:y"-2y'+2y=0, W(e*cosx, e*sinx)=e"*

c) coszx, sinzx (R: y"+7z°y=0, W(coszx, sinzx)=r)

8 Prof. Alzira Dinis



23.

24.

25.

26.

d) 1, x* (R:x’y"—-2xy'=0, W( x%)=3x%)

e) X2, x2 (R xzy"—Xy'+%y=0, W(x?, x?)=x)

reducéo de ordem
Mostre que a fun¢do dada y, € uma solucéo da equacdo dada. Usando o método de

reducdo de ordem, encontre y, tal que y,, y, formem uma base. Atencéo! Escreva
primeira a equacdo na forma padrao.

a) (X+D2y"—2(x+1)y' +2y=0, y,=x+1 (R:y,=x>+X)

b) A-x)°y" +41-x)y' +2y=0, y,=0-x)", x=#1 Riy,=(01-x)7?)

c) Xy"+2y'+xy=0, y,=x7'sinx, x#0 (R:y,=-X"COSX)

equacdes ndo homogéneas
Verifique em cada caso que y,(x) € uma solugdo da equacdo diferencial dada e

encontre uma solucdo geral:
a) y'—y=3", y,=e” (Riy=ce +c,e* +e”)
b) y"+y=-3sin2x, y,=sin2x (R:y= Acosx+ Bsinx+sin2x)
c) (D* +3D-4)y=5e*, y =xe* (Riy=ce*+ce™ +xe*)
d) (x*D? —2xD +2)y =5x°cosx, Yy, = —-bXCOSX

(R: y=c,X+C,Xx* —5XCOSX)

e) (4x’D? +1)y = (1-x*)cos05x, y, =cos0,5x

(R:y=(c,+¢c,In x)x}/2 +€0s0,5x)

Verifique que y, € uma solugdo da equagdo dada e resolva o problema de valor
inicial dado:
a) y" -6y +9y=2e*, y(0)=0, y'(0)=1 vy,=xe"Ry=(x+x*)e™)
b) y”+4y=-12sin2x, y(0)=1 y'(0)=3, y, =3xcos2x

(R: y=(1+3x)cos2x)

coeficientes indeterminados

Resolva y” + 2y’ +5y =16e” +sin2x

9 Prof. Alzira Dinis



27.

28.

29.

30.

x : . 4 1 .
(R: y=e"(Acos2x + Bsin2x) + 2e —Ec052x+ﬁsm2x)

Encontre uma solugéo geral para as seguintes equacdes diferenciais:

a) y"+y=3x*> (R: y= Acosx+ Bsinx+3x*—-6)

b) y" +6y'+9y=18c0os3x  (R: y=(c, +C,x)e" +sin3x)
" ’ X . —-X 2x 1 X 1 1
0) y'-y'-2y=e'+x  (Riy=ce+ce” —oe - ox+7)

d) Yy +2y' +5y=5x*+4x+2 (R: y=e*(Acos2x + Bsin2x) + x*)
e) (D*-4D+3)y =2sinx—4cosx (R: y=ce* +c,e* +sinx)

f) (D* -2D+1)y=2¢* (R: y=(c, +c,x)e* +e*x?)

1
9) (D*+9)y=cos3x (R: y= Acos3x+ Bsin3x+gxsin3x)

1 1 1
h) (D? —4)y =2sinh2x+x (R: y= (cl+Zx)e2X +(c, +Zx)e‘2X _ZX)

Resolva os seguintes problemas de valor inicial:
a) y'—y' —2y=3e%, y0)=0, y'(0)=-2 (R:y=e"—-e*+xe?)
b) y'+y' —2y=14+2x-2x>, y(0)=0, y'(0)=0
(R: y=4e*+2e* +x*-6)
c) y"—y'—2y=10sinx, y(%ﬂ)=—3, y'(%fr)=—1 (R: y=cosx—3sinx)

d) y"+y'—2y=-6sin2x—-18cos2x, y(0)=2, y'(0)=2
(R: y =3c0s2x —e ™)

O método dos coeficientes indeterminados pode também ser aplicado a algumas
equac0es diferenciais lineares de primeira ordem, sendo por vezes mais simples que

0 método usual. Resolva:
-2X 1 1 H
a) y'+2y=cos2x (R: y=ce +Zc052x +Zsm2x)

b)  y-y=x* (R y=ce*—x*-5x*-20x*-60x* —120x —120)

variacdo de pardmetros
Encontre uma solugéo geral para as seguintes equac;c”)es:

10 Prof. Alzira Dinis



31.

1)

y'=2y'+y= x2¢" (R: (c, +c2x+3i;_)x%)ex)

y' =2y +y=12e"/x* (R:y= (c1+czx+%)ex)

y"+4y' +4y=e? x> (R:y=(c, +Cc,x—In|x-1)e™)

y”—2y’+y=35x%ex+x2 (R: y:(c1+c2x+4x%)ex+x2+4x+6)
y"=2y'+y=e*sinx (R: y=(c,+c,x—sinx)e”)

(D> -4D+4)y =6x""¢™ (R: (¢, +C,x+Xx7)e™)
(D*-2D+1y=e"/x> (R y=((c, +C,x+(2x)™")e*)
(X*D*—-4xD+6)y=42/x" (R:y=cx*+C,x>+x™*)

(x*D* —2xD+2)y =5x>cosx  (R: y =C,X+C,X> —5XCOSX)

(xD* -D)y=x%e* (R: y=c,+¢, X" +(x—-1)e")

X2y —2xy' +2y =24/ x* (R:y=cX+C,X* +2Xx7)

1
Xy"—4xy'+6y=1/x* (R: y=cx*+c,x° +ZX_4)

Sempre que o método dos coeficientes indeterminados é aplicavel, deve ser usado

porque é mais simples do que este. Resolva a seguinte equacao diferencial pelos

dois métodos: y” +4y’ +3y =65c0s2x  (R: y=ce™* +c,e"* +8sin2x —Ccos2x)

11 Prof. Alzira Dinis
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ANALISE MATEMATICA 111
Universidade Fernando Pessoa

Faculdade de Ciéncia e Tecnologia

Capitulo Il - Equacbes Diferenciais Lineares de Ordem Superior
EXERCICIOS

1. Mostre que as funcdes dadas formam uma base de solucBes das equaghes
diferenciais dadas num intervalo aberto, verificando a independéncia linear pelo

teorema da dependéncia e independéncia linear de soluces.
a) 1, x%, x% xPy"=3xy"+3y'=0 (R:W(, x*, x*)=16x°L.1)
b) e, xe*, x%*, x%*; (D*+4D°*+6D*’+4D+1)y=0
(R: W(e™, xe™, x%*, x%*)=-12¢% L.L)
c) cosx, sinx, e*; (D*+D*’+D+1)y=0
(R: W(cosx,sinx,e™)=2e7", L.I.)
d) e*cosx, e*sinx, e *cosx, e*sinx; (D*+4)y=0
(R: W(e*cosx, e*sinx, e *cosx, e *sinx)=-32cos2x, L.l.)
e) coshx, sinhx, cosx, sinx; yY —y=0

(R: W(coshx, sinhx, cosx, sinx)=2,L.l.)

2. Verifiqgue que as funcbes dadas sdo solucBes da equacdo diferencial dada.
Demonstre a sua independéncia linear pelo teorema referido na questdo anterior.

Resolva o problema da valor inicial dado.

a)  y“=0, y(0)=0, y'(0)=6, y'(0)=0, y"(0)=-48 ; 1 x, x*, X’
(R: W(, x, x* x*)=12,L.l., y=6x-8x°%)

b) xy"+3y"=0, y)=4, y(1=-8 y"'()=10, 1, x, x*
(R:W(, x, x1)=2x7°,Ll, y=2-3x+5x")

12 Prof. Alzira Dinis



Diga se as seguintes funcdes sdo linearmente dependentes ou independentes no eixo

positivo dos X:
a) 1L, x, x> (R:W(@ x, x*)=2,L.l)
b) (x=17%, (x+1?, x (R:W((x-D% (x+1? x)=0,L.D)

C) sinx, sin2x, sin3x
(R: W(sinx,sin2x,sin3x) =
= —16sinxcos2xsin3x + 9sin xsin2x cos3x + 5cos xsin2xsin3x, L.1.)

1 - 1 5_2
d x ool RWK 1)_AS,|_.|.)

e) cos® X, sin®x, cos2x (R: W(cos®x, sin®x, cos2x)=0)

equacOes homogéneas de n-ésima ordem c/ coeficientes constantes

Encontre uma equagdo y™ +a_,y"V+.+a,y’ +a,y =0 para a qual as fungBes
dadas formam uma base:

a) e*, e, e¥* (R:y"”-6y"+1ly'-6y=0)

b) e*, xe*, x%* (R:y”-3y"+3y'—y=0)

c) e, xe™*, e, xe* R:y"-2y"+y=0)

d) 1, X, cos2x, sin2x (R:y" +4y”"=0)

Encontre uma solucgdo geral das seguintes equacdes diferenciais:

a) y"—-y'=0 (R:y=c +c,e*+ce’)

b)  y"-y'-y'+y=0 (R y=(c,+c,x)e*+ce™)

c) yV +2y"+y=0 (R: y=(A+Cx)cosx+(B+ Dx)sinx)

d) y" -8ly=0 (R: y=ce* +c,e” + Acos3x + Bsin3x)

Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

) y"=0 y(2)=12, y(@)=16 y'@)=8 (R y=4x"-4)

b) y"-y"=y'+y=0, y(0)=2, y'(0)=1 y"(0)=0 (R:y=(2-x)e")
c)  y"-2y"-y'+2y=0, y(0)=3, y'(0)=0, y"(0)=3 (R:y=3coshx)

A reducdo de ordem aplica-se desde equacgdes de segunda ordem até equacdes de
ordem superior. E particularmente simples no caso de coeficientes constantes, uma
vez que temos simplesmente que dividir a equagdo caracteristica por A—A4,, onde

“* & uma solugdo conhecida. Reduza e resolva as seguintes equagdes, usando

y, =¢€
a funcdo y, dada:

13 Prof. Alzira Dinis



10.

11.

12.

a) yIII_2yH_5yI+6y:0’ y]_ :eX (R y:CleX +C2e72X +C3e3x)

b) Yy -2y -T25y' -3y =0, y,=e” (Riy=ce®+ce’2+ce 2)

Resolva as equacdes de Euler-Cauchy:
a) XY+ 2x2y" —4xy' +4y =0 (R: Yy =CX+CX* +CX %)

b) Xy +5x°y" +2xy' =2y =0 (R: y=CX+C,X " +CX7)

3\m

A equacdo de Euler-Cauchy de terceira ordem é x°y”+ax®y”+bxy’ +cy=0.

Generalizando 0 método ja estudado, mostre que y = x" é uma solucdo da equacédo
se e somente se m ¢ uma raiz da equacdo  auxiliar

m*+(a-3)m*+(b—-a+2)m+c=0.

coeficientes indeterminados

Encontre uma solucgdo geral para as seguintes equacdes diferenciais:

a) y"+2y"—y'—2y=12e"* (R: y=ce* +c,e " +c,e* +e”)
b) y"” —y'=10cos2x (R: y=c, +C,e " +Cse* —sin2x)

c) y"—3y"+3y'—y=12e* (R: y=(Cc, +C,X+C,x*)e* +2x%e")

d) y"+3y"+3y' +y=16e* +x+3 (R: y=(C, +C,X+Cx*)e ™ +2e* +X)

Resolva os seguintes problemas de valor inicial:
a) y" —5y”+4y=10cosx, y(0)=2, y'(0)=0, y"(0)=0, y"(0)=0

(R: y =coshx+cosx)

b) y”'+y"—2y=2X2+2X| y(O):—]_, y'(O)ZO, y”(O):—4

(R: y=e*sinx—x*—x-1)

©)  y"+10y"+9y=2sinhx, y(0)=0, y'(0)=41 y"(0)=0, y"(0)=-279

(R: y=sinx+sin3x+0,1sinhx)

variacdo de pardmetros
Encontre uma solugéo geral para as seguintes equacdes diferenciais:

* (R y=(c, +C,X+Cx +ix%)ex)

a 111_3 " 3 r__ :X%e
) y y"+3y' -y 105

b) y" —6y"+1ly' -6y =e**sinx  (R: y=c,e* +c,e’* +c.e™ Jr%e2X COSX )
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C) y" +y' =secx
(R: y=c, +¢C,cosX+C;sinx+ Injsecx +tan x| - xcosx + sinx Injcos x| )
X

d) xy" +3y"=e* (R y=CX"+C, +C,Xx+X'e")

e) X3yw+x2yu_2XyI+2y=X—2 (R y=C1X_l+C2X+C3X2 _%X—Z)

15 Prof. Alzira Dinis
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Faculdade de Ciéncia e Tecnologia
Capitulo IV - Transformadas de Laplace
EXERCICIOS
1. Encontre as transformadas de Laplace das seguintes funcdes (a, b, T, @ e & séo
constantes):
3 4
a) 3t+4 (R F(S):S—2+g)
2 a b
b) t>+at+b (R: F(S)=S_3+s_2+§)

c) cos(at +6) (R: F(s)=(scosd—wsinb) /(s> + w?))

d  sin@na/T) (R F(s):Znn{T(sz+(2.T_—ﬂ) j] )
e) cos’ wt (R F(s):%+s/(282+8w2))

f) cos’t (R: F(s):2—13+s/(252+8))

b

at+b . _ €
4)] e (R: F(s)_s_a

)

h  sinh?2t (R F(s):%[s/(sz—16)—1/s])

i)
f(t)
K———
C Tt (R F(s)=k(@-e)/s)
2. Encontre f(t) se F(s) = L(f) é como se segue (a, b, etc, sdo constantes):
a) > (R: L' (F)=5")
s+3 '
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1.
R: L™(F)==sin5t
o R L(F)=Csinst)

c) S% (R: LY(F)=t%/6)

1 - _ ~t
d) S(s+1) (R: L (F)=1-¢7)
9 | _ -3t
e) 13 (R: L (F)=3-3")
2 1
f) §+m (R: L‘l(F):2+e‘2t)

transformadas de derivadas e integrais

3.

Seja f(t) =sin’t. Encontre L(f) (R: L(sin*t) =

2
s(s? +4))

Utilizando L(f")=sL(f)-f(0) ou L(f")=s’L(f)-sf(0)—f’(0), encontre a
transformada L(f) da funcdo dada f (t):

a) cos’t (R: L(cos’t)=(s®+ 2)/[5(52 +4)])

b) te* (R: L(te*)=(s—a)™?)

¢)  cosh’2t (R: L(cosh?2t) = (s —8)/|s(s? -16)])

d)  cos?3t (R L(cos?3t)=(s? +18)/[s(s? +36)))

Utilizando os dois primeiros Teoremas referentes a Transformadas de Derivadas e

Integrais, deduza as seguintes transformadas que ocorrem em aplicacgies

(relacionadas com ressonancia, etc):

2 2
S°—w
a L(tcosat) =———=
) ( wt) (Sz+w2)2
2 2
s“+a
b L(tcoshat) =———
) ( ) (SZ _a2)2
2 2
S°—w
Usando a formula L(tcoswt) = m , mostre que:
w

a) L‘l((sz +1a)2)2 j = 26103 (sin wt — wt cos wt)
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$2 1
b) Ll(mj = Q(SIH ot + ot COSC!)t)

7. Aplicando o teorema que vimos em Transformada de Laplace do integral de uma

funcéo, encontre f(t) se L(f) forigual a:

3 . _ —t
a) 15 (R: f(t)=3-3e")

4

b) R (R: f(t)=1-cos2t)

C) R (R: f(t)=sinh2t-2t)

d) 1 (R: f(t)=(e* -1-2t-2t%*)/8)
s - 2s° '

1( s+1 .
e R R: f(t)=1+t—cost-sint
) SZ(SZH] (R: £(t) )

8. Usando transformadas de Laplace, resolva os seguintes problemas de valor inicial:
a) y"+4y=0, y0)=2, y'(0)=-8 (R: y(t)=2cos2t—-4sin2t)

b) y'+w’y=0, y(0)=A Vy(0)=B (o real=0)

(R: y(t) = Acosamt +%sin wt)
c)  y"+5y’+6y=0, y(0)=0, y'(0)=1 (R:y(t)=e™-e™)
d) y"+25y=t, y(0)=1 vy'(0)=0,04 (R: y(t):0035t+2—15t)
e) y'+ky'—2k’y=0, y(0)=2, y'(0)=2k (R: y(t)=2e")

Desvio s, Desvio t, funcdo escaldo unitario
9. Encontre a anti-transformada de Laplace f(t) de

2t se O<t<2
(R: f(t)=10 se 2<t<r)
—cost se t>nx

F9) 2 20 4e* g™
=—— - + .
2 g? S s?+1

10. Encontre a transformada de Laplace das seguintes fungdes:
a) 45te*"  (R: L(45te*")=45/(s-35)?)

b) e'sint  (R: L(e'sint) = )

§2—25+42
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11.

12.

13.

c) e ' sin(at + 0)

(R: L(e ' sin(at +0) = (@cosf + (s +1)sin0) /|(s +1)? + w?])
d 2% (R L(2t3e‘”2):12/(s+%)4)
e) e “(Acost + Bsin )

(R: L(e (Acos & + Bsin &) = [A(s + &) + BBJI|(s + &)? + %)

Encontre f(t) se L(f) éigual a:

) g RO=me)

D o RTM=ecost)

0) (STS)ZH (R: f(t) =e* (cost — 3sint))
d) Tis—S (R: f(t) = 2¢% sinh3t)

Representando as funcBes hiperbdlicas em termos de funcBes exponenciais e

aplicando o primeiro teorema do desvio, mostre que:

3

S
a L(coshatcosat) =
) ( ) S4 +4a4

a(s*-2a?%)

b) L(sinhat cosat) = o a3

Represente as seguintes fungdes em termos de funcbes escaldo unitario e encontre

as suas transformadas de Laplace:

a)

f(t)
k ]

03 b1 (R k(e ™—e™)/s)

(R:
u)—ut-2)+ut—-2)—+., st(l-e*+e®—+.)=s"(1+e)")
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14.

15.

16.

17.

Esboge as seguintes funcdes e encontre as suas transformadas de Laplace:

D Do) ® LE-Due-Di=2;)

b)  (t-D2ut-1) (R L{(t—l)zu(t—l)}:zse;)

0 etu(t—%) R: L{etu(t—%)}:e%e_%/(s—l))

d) u(t—r)cost (R: L{u(t—z)cost}=—se™ /(s® +1))

Em cada caso esboce a fungéo dada, que se assume ser zero fora do intervalo dado,

e encontre a sua transformada de Laplace:

a) t (O<t<l) (R:L=s?-s?e*-s"e™)
b) e (0<t<l) (R:L=(1-e")/(s-1)
c) t (O<t<a) (R:L=s?-e*(s?+as™))

~2s(e”* +e™)

2 1 2 R: L=
d) cosat (I<t<2) ( O

)

Encontre e esboge as anti-transformadas de Laplace das seguintes funcdes:
a) e*/s® (R: L'(e*/s®)=(t-3)u(t-3))

b) 3e®-e®)/s (R LB -e")/s)=3u(t—4)-3u(t-1))

c) se™/(s*+4) (R: L'(se™™/(s*+4))=cos(2t - r)u(t—r))

(t-1’°

d) e*/s" (R L’l(e’sls“):Tu(t—l))

Utilizando transformadas de Laplace, resolva:

a) y'+2y'+2y=0, y(0)=0, y'(0)=1 (R: y(t)=e"sint)

b) 4y" -4y’ +37y=0, y(0)=3, y'(0)=15 (R: y(t)=3e""cos3t)
c) y'+6y +8y=-e+3e, y0)=4, y'(0)=-14

R:y(t)=e? +e* +e* +e™)
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