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Apontamentos de Biomatematica

4. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS (EDO)

Uma equacdo diferencial ordinaria € uma equacgéo que contém uma ou varias derivadas de uma

funcdo desconhecida, a que chamamos y(x) ¢ gue queremos determinar a partir da equacdo; a

equacio pode também conter a propria funcdo Y bem como funcdes e constantes dadas.

Exemplo 4.1:
y'=cosx; y'+4y=0 e x°y

Nl

y' +2e"y" = (x2 +2)y2 sdo exemplos de equagOes diferenciais

ordinérias.

A palavra ordinaria distingue estas equacfes das equacOes diferenciais parciais, nas quais a
funcdo desconhecida depende apenas de duas ou mais varidveis. As equacdes diferenciais
aparecem em muitas aplicacdes de Engenharia e também em aplicacdes de sistemas fisicos e
outros, envolvendo modelos matematicos. Um exemplo simples pode ser resolvido recorrendo a
conhecimentos adquiridos em Andlise Matematica. Por exemplo, se uma populacdo — de
humanos, animais, bactérias, etc — cresce a uma taxa y’ = dy/dx (x= tempo) igual a populacdo
y(x) presente, o modelo populacional é y' =y, que é uma equacdo diferencial. Se nos
lembrarmos da Analise que y =e* (ou mais geralmente y =ce”) tem a propriedade y' =y,

obtivemos uma solucéo do nosso problema.

Como outro exemplo, se deixarmos cair uma pedra, entdo a sua aceleragdo y”:dzy/dx2
(x =tempo, como antes) é igual a aceleracao da gravidade g (uma constante). Assim, 0 modelo
deste problema de queda livre é y" = g, com boa aproximacdo, uma vez que a resisténcia do ar
ndo tem muito interesse neste caso. Por integracdo, obtemos a velocidade y’=dy/dx = gx+v,,

onde v, € a velocidade inicial com que o movimento foi iniciado (ex: v, =0). Integrando

A . 1 ., , A .

novamente calcula-se a distancia percorrida y = =gx° +v,Xx+Y,, onde Yy, € a distancia a partir
2 0 0 0

do ponto inicial (ex: y, =0). Modelos mais complicados, como os que se indicam na figura que

se segue, necessitam de métodos mais refinados para a sua resolucao.
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Comecemos por classificar as equac6es diferenciais de acordo com a sua ordem: A ordem de
uma equacdo diferencial é a ordem da mais alta derivada que aparece na equagdo. Assim, as

equac0es diferenciais de primeira ordem contém apenas y’ e podem conter y e funcdes de x;

podemos entéo escrever F(x,y,y’)=0 ou por vezes y' = f(x,y).

Exemplo 4.2:
y+x=0 é uma equacdo diferencial de 12 ordem; xy”—-3xy’+y—-x*>=0 €é uma equagio

diferencial de 22 ordem; (y”’)2 —4y" -2y =0 é uma equacao diferencial de 32 ordem.
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4.1. CONCEITO DE SOLUCAO

Uma solucdo de uma equacdo diferencial de primeira ordem num intervalo a<x<b é uma
fungdo y=nh(x) que tem uma derivada y'=h'(x) e satisfaz F(x,y,y’)=0 para todo o X
pertencente ao intervalo; isto &, F(x, Y, y') =0 torna-se uma identidade se substituirmos a funcédo

desconhecida y por h e y’ por h'.

Exemplo 4.3:
Verifique que y = x* é uma solucdo de xy’ =2y paratodo o x.
Resolucéo:

Na verdade, y’ = 2x, e por substituigdo, xy’ = x(2x) =2y = 2x?, uma identidade em x.

Por vezes uma solucdo de uma equacdo diferencial aparecera como uma funcéo implicita, isto é,

implicitamente dada na forma H(x, y):O e é chamada uma solugdo implicita em constraste

com uma solugo explicita y = h(x).

Exemplo 4.4:

A funcdio y de x implicitamente dada por x°*+y*-1=0 (y>0), representando um
semicirculo de raio unitario no meio-plano superior, € uma solucdo implicita da equacdo
diferencial yy’ = —x no intervalo —1< x <1. Prove-o.

Resolucéo:

Uma vez que y ¢é definida implicitamente, temos que derivar implicitamente a fungéo

ﬂz_Mz_ﬁz_ilEntéoW’zy(_i]z_x_
d«  f,(xy) 2y y

Veremos de seguida que uma equacdo diferencial pode ter - e em geral terd — muitas solugdes.
Este facto ndo é surpreendente se pensarmos que, dos conhecimentos que temos de Analise
Matematica, a integracdo introduz constantes arbitrarias.

Exemplo 4.5:
A equacdo y’'=cosx pode ser resolvida analiticamente. Da integracdo resultam curvas do seno

y =sinx+c com c arbitrario. Cada ¢ permite obter uma curva, e estas sdo todas as solugdes

possiveis que podemos obter analiticamente.
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Resolucéo:

A figura seguinte mostra algumas das curvas possiveis de obter para c=-2,-1,0,1, 2, 3,4.

=

(@
(

Este exemplo, simples, é tipico de muitas equacdes de primeira ordem. llustra que todas as
solucdes sdo representadas por uma Unica formula envolvendo uma constante arbitraria c. E
usual chamar a tal funcdo envolvendo uma constante arbitraria uma solucdo geral de uma
equacao diferencial de 12 ordem. Se escolhermos um determinado valor para ¢ (ex: ¢=2 ou 0 ou

—5/3, etc) obtém-se uma solucdo particular da equagdo. Assim, y =sinx+c € uma solucéo

geral de y'=cosx,e y=sinx, y=sinx—2, y=sinx+0,75, etc, sdo solucdes particulares.

Uma equacdo diferencial pode por vezes ter uma solucdo adicional que ndo pode ser obtida da

solucdo geral e é entdo chamada uma solucéo singular.

Exemplo 4.6:
Por exemplo, y’* —xy’+y =0 tem a solucdo geral y=cx—c?, como pode comprovar-se por
diferenciacdo e substituicéo.

Resolucéo:

Sec=1=y=cx—c’=x-1.

Entdio y'=1¢e y2-xy'+y=1°-xx1+x-1=0=1-x+x-1=0<0=0,Se c=2=y=
=2x—2°=2x-4. Entdo y' =2 e y2—xy' +y=22—xx2+2x-4=0<
S 4-2X+2x-4=0<0=0, etc.

y = cx —c? representa uma familia de linhas rectas, uma linha para cada ¢ . S0 estas as solucdes

particulares que se mostram na figura. A substituicdo mostra também que a parabola y = x2/4 é

também uma solucao.
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Vejamos: Se y = x2/4 entdo y' :g e
2 2 2 2 2 2 _ny2 2
Y2 —xy' +y= LA +X—:0<:>X——X—++X—:O<:>m:0© <0=0
2 2) 4 4 2 4 4

Esta é uma solugdo singular de y'2 —xy’+y=0 porque nio a podemos obter de y =cx—c?

através de um ¢ adequado.

As condigOes sob as quais uma determinada equacgédo diferencial tem solugdes séo bastante
gerais. Existem no entanto equacdes relativamente simples que ndo tém solucgéo e outras que nao

tém uma solucao geral.

Exemplo 4.7:
A equacdo y'* =—1 ndo tem solucdo para y real — ndo é possivel derivar uma funcio real tal

que da sua derivada ao quadrado resulte um nimero negativo. A equacgao |y’| +|y| =0 n&o possui

uma solucéo geral porque a sua Unica solucdo é y=0.
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4.2. EQUACOES DIFERENCIAIS SEPARAVEIS

Muitas equagdes diferenciais de primeira ordem podem ser reduzidas a forma g(y)y’ = f(x)
através de manipulagdes algébricas. Uma vez que y'=dy/dx, é conveniente escrever
g(y)dy = f(x)dx, mantendo em mente que se trata apenas de um outro modo de escrita. Tal
equacdo é chamada de equacdo separdvel ou equagdo de variaveis separaveis, porque as
variaveis x e y sdo separadas de modo que x apareca apenas a direita e y aparece apenas a

esquerda. Para resolver g(y)y’ = f(x) podemos integrar ambos os membros em relagdo a x,

obtendo J'g(y)% dx = J' f(x)dx +c @J' g(y)dy = J' f(x)dx +c. Se partirmos do principio de que

f e g sdo funcBes continuas, 0s integrais existirdo e através do seu calculo obteremos a solucéo

geral de g(y)y’ = f(x).

Exemplo 4.8:

Resolva a equacéo diferencial 9yy’+4x =0.
Resolucéo:

Separando as variaveis obtém-se 9ydy = —4dx.

Efectuando a integragdo em ambos 0s membros obtém-se a solucdo geral:

2

y: _ X
_[9ydy = I—4xdx o 9?: —47+c &

@%yz =-2x" +C.

2 2

Assim, %er— =c (c= 10—8). A solucdo representa uma familia de elipses.

4

Exemplo 4.9:
Resolva a equacéo diferencial y' =1+ y°.

Resolucéo:

Separando as variaveis e por integragdo obtemos:

—7_ =dx, 2=J'dx<:>arctany:x+c<:>y:tan(x+c).
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Exemplo 4.10:

Resolva o seguinte problema de valor inicial (PVI) y’+5x*y? =0, y(O) =1.

Resolucéo:

Separando as variaveis e integrando, obtemos:

d—gz—Sx“dx, —iz—x5+C, y= :
y y X" —C

Atendendo a condicdo inicial tem-se y(O) = ic =l c=-1. Assim y=— .
- X +

Exemplo 4.11:
Resolva o problema de valor inicial y'=ky, y(0)=2.

Resolucéo:

Separando as variaveis e integrando:

d—;/=k, Inly|=kx+¢C <

Para x=0=y=2=ce"" =c= y=2e".
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4.3. EQUACOES DIFERENCIAIS EXACTAS

Lembremo-nos de Anélise que se uma funcgéo u(x, y) tem derivadas parciais continuas, 0 seu

diferencial total ou exacto é du :Z—udx+%udy. Segue-se entdo que se u(x, Y)= C = constante,
X

entdo du=0. Vejamos um exemplo de uma funcdo de duas variaveis: se u=x+x’y® =c,

< ou ou dy 1+ 2xy? ou
entdo du=—dx+—dy= =(1+2xy®Jdx+3x?y?dy=0 ou ==y '=—"—""2_ (com — e
OX oy y ( / )d ye ax Y 3x?y? ( OX

ou . o a1 . . ,
E derivadas parciais), € uma equacao diferencial que pode ser resolvida se voltarmos para tras.

Este conceito origina um poderoso método de resolucdo como veremos.

Uma equagdo diferencial de 12 ordem da forma M(x, y)dx + N(x, y)dy =0 é chamada exacta se

o lado esquerdo for o diferencial total ou exacto du :Z—udx+%udy de uma funcéo u(X, Y).
X

Entdo a equacgdo diferencial M(x, y)dx+ N(x, y)dy:O pode ser escrita como du=0. Por
integracdo obtemos imediatamente a solucdo geral da equacédo diferencial na forma u(X, y)= c.

Comparando M (x, y)dx+ N(x,y)dy =0 com du = %dx+%udy =0 vemos que a primeira é
X

exacta se existir uma funcgéo u(x, y) tal que Z—u =Me %u =N . Suponhamos que M e N sdo
X

definidas e tém derivadas parciais continuas numa regido no plano xy cuja fronteira € uma curva
fechada e ndo tem auto-intersecgdes. Sendo assim, se as func¢Bes sdo continuas as segundas
M _8°u _ oN _ du

. .. 0 ~ .. . OM ©ON A
derivadas parciais: — = e —= sdo iguais: —— =—. Esta condi¢do é ndo
oy  Oyox OX  Oxoy oy oX

somente necessaria mas também suficiente para que Mdx+ Ndy seja um diferencial exacto. Se

M (x, y)dx + N(x,y)dy =0 € exacta, a fungdo u(x,y) pode ser encontrada por tentativas ou de

uma forma sistematica. De Z—u =M podemos integrar em ordem a X: u =Ide+ k(y); nesta
X

integracdo y é considerado constante e k(y) desempenha o papel de uma constante de

integrago. Para determinar k(y), deriva-se 6u/dy de u :jde+k(y), utiliza-se %u =N para

calcular dk/dy , e integra-se dk/dy para encontrar k. A formula u :jde+ k(y) foi obtida a
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partir de Z—u =M . Em vez desta ultima, podemos igualmente utilizar %u = N . Entdo obteremos
X

u= I Ndy + I(x). Para determinar I(x) derivamos du/ox de u = I Ndy +1(x), usamos Z_l:( =M

para calcular dl/dx e integramos.

Exemplo 4.12:

Resolva (x° + 3xy? Jdx + (3x%y + y* Jdy =0.

Resolucéo:

O 1° passo consiste em saber se se trata de uma equagéo diferencial exacta:

a equagdo é da forma M (x, y)dx + N(x, y)dy =0 com M =x® +3xy?, N =3x’y + y°.

Assim ™M =6Xy, N =6xy. Uma vez que ™M = N entdo a equacéo diferencial é exacta.
oy OX oy  oX

O 2° passo consiste no seguinte:

de u = [ Mdx+Kk(y) obtemos u = J'(x3 +3xy? Hx + k(y)=%x4 vL%XZy2 +k(y).

. . . - . ou
Para encontrar k(y) diferencia-se esta formula em ordem a y e utiliza-se a formula E =N.

Obtém-se 4 :£(£x4+§x2y2 +k(y)j:3x2y+%: N =3x’y +y°.
oy\ 4 2 dy
« dk dk yt o .

Entdo  —=3x%y+y®— “ly=y*=k=[—=|y*=L-+C. Tem-se  assim,

ay =YY y=y jdy [y'=2

1., 3., 1., 3., y4 = 1/ 2.2 4
Ulx,y)==x"+—x kiy)==x"+—=x Z—+C = —|x" +6X =C.
(y)4+2y++(y)4+2y+4+:>4(+ y2+y*)

O 3° passo consiste na verificagédo:

Note-se que este método nos da a solucdo na forma implicita, u(x, Y)= Cc = constante e ndo na
forma explicita, y = f(x). Para a verificagdo podemos diferenciar u(x,y)=c implicitamente e

ver se nos conduz a dy/dx=-M/N ou Mdx+ Ndy =0, a equagdo dada. No caso presente,

diferenciando u(x,y):%(x4+6x2y2+y4)=c implicitamente em relacdo a x, obtemos:

ux(X, y)=%(4x3 +12xy2), uy(xyy):%(lzx2yyr+4y3y,).

Juntando os termos tem-se:
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%(4x3+12xy2 +12x2yy’+4y3y’):0<:>x3+3xy2 +y’(3x2y+ y3):0, 0o que ¢é igual a
M+ Ny =0 com M =x>+3xy? e N =3x"y+y°.
Logo, M+Nd—y:0©
dx

< Mdx+ Ndy =0.

Exemplo 4.13:

Resolva a equacdo ydx —xdy =0.

Resolucéo:

Vemosque M =y, N =-x, entdo ﬂzl mas @:—1.
oy OX

oM  oN A x . x
Como Eiﬁ_, a equacdo ndo é exacta. Vamos mostrar que em tal caso, 0 método nédo
X

funciona: u = jde +k(y)= I ydx +k(y) = xy +k(y).
Entdo %u = %(xy+ k(y))=x+k'(y) o que deveria ser igual a N = —x 0 que é impossivel pois

k(y) s6 depende de y . Teria que ser resolvida por outro dos métodos ja discutidos.
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4.4. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Diz-se que uma equacdo diferencial de primeira ordem é linear se pode ser escrita na forma:
y'+ p(x)y = r(x). O trago caracteristico desta equagio consiste no facto de ser linear em y e
y’, enquanto que p e r a direita podem ser quaisquer fungdes dadas de x. Se r(x) for igual a
zero para todo o x no intervalo no qual a equacdo € considerada, (r(x)zO), diz-se que a
equacdo é homogeénea, de outro modo diz-se ndo homogénea. Encontremos uma férmula para a
solugéo geral de y’+ p(x)y = r(x) num intervalo |, assumindo que p e r sio continuas em 1 .

Para a equagdo homogénea y'+ p(x)y:O isso é muito simples. Na verdade separando as

varidveis tem-se 2 = —p(x)dx, assim Iny| = —j p(x)dx +c” e retirando os expoentes em ambos

y

os lados vem y(x): ce_jp(x)dx (com c = +e quando y = 0). Se supusermos ¢ =0 obteremos a
solugdo trivial y=0. Tratemos de resolver a equagio ndo homogénea y'+ p(x)y = r(x).

Acabamos por verificar que possui a propriedade de ter um factor integrante dependendo

somente de x.

Primeiro escrevemos y'+ p(x)y = r(x) na forma (py —r)dx+dy =0, ou seja, Pdx+Qdy =0,

onde P=py-r e Q=1. Entdo a equacéo id—le *_R fica simplesmente
Fdx Qloy ox

1 dF

—— = plx).

F dx p( )

Uma vez que s6 depende de x, a equagio y'+ p(x)y = r(x) tem um factor integrante F(x), que

é obtido directamente por integracio e exponenciagio: F(x)= eI "% _ como anteriormente para

obter F(x)= eprR(x)dx.

!
pd

A multiplicacdo de y'+ p(x)y = r(x) por F da el (y' + py) = (ef pdxy) _ ol

Integremos agora em relacdo a X, ejpdxyzj.ejpdxrdXJrc e resolvamos em relacdo a y:
y(x)= e‘“Ue“rdx+ cJ, com h = I p(x)dx . Isto representa a solugdo geral de y'+ p(x)y = r(x) na

forma de um integral. (A escolha da constante de integracdo em j pdx ndo interessa.)
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Exemplo 4.14:

Resolva a equacéo diferencial linear y'—y =e**.

Resolucéo:

Aqui p=-1, r=e*, h =Ipdx :I—dx =—x e de y(x)=e’“Ue“rdx+cJ obtemos a solucio

geral y(x)= eXUe’Xezxdx+cJ: e*le* +¢c|=cer +e*.

Alternativamente podemos multiplicar a equacdo dada por e"=e™*, encontrando

X

(y -y~ :(ye’x) =e”e ™ =¢* e integrando em ambos 0s membros, obtendo o mesmo

resultado que antes: ye ™ =e* +¢c =y =e®* +ce*.
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4.5. APLICACOES
4.5.1. Modelacéo. Problemas de valor inicial

As experiéncias mostram que uma substancia radioactiva se decompde a uma taxa proporcional a
quantidade presente. Comecando com uma dada quantidade de substancia, digamos, 2 gramas,
num determinado momento, por exemplo t=0, o que pode ser dito quanto a quantidade

disponivel num momento mais tardio?

O primeiro passo consiste em estabelecer um modelo matematico — uma equacéo diferencial —

do processo fisico. Note-se por y(t) a quantidade de substancia ainda presente no instante t. A

taxa de variacdo é dy/dt. De acordo com a lei fisica que rege o processo de radiacdo, dy/dt é

proporcional a y : % =ky. Entdo y é a funcéo desconhecida, que depende de t. A constante k

¢ uma constante fisica definida cujo valor numérico é conhecido para diversas substancias

radioactivas. (No caso do radio ,Ra®®, por exemplo, tem-se k ~ —1.4x107 s™))

Uma vez que a quantidade de substancia é positiva e diminui com o tempo, dy/dt é negativo, e
portanto também k o é. Podemos verificar que o processo fisico em consideracdo € descrito
matematicamente por uma equacdo diferencial de 12 ordem. Assim, esta equacdo é o modelo
matematico deste processo fisico. Sempre que uma lei fisica envolve uma taxa de variagdo de
uma funcéo, tal como velocidade, aceleracdo, etc., leva-nos a uma equacdo diferencial. Por este

motivo as equac0es diferenciais sdo frequentemente encontradas na Fisica e na Engenharia.

O segundo passo consiste em resolver a equacao diferencial. A equacéo % =Ky diz-nos que se

existe uma solucéo y(t), a sua derivada deve ser proporcional a y. De Analise Matemaética

sabemos que as fungdes exponenciais tém esta propriedade. Por diferenciacdo e substituicdo

podemos ver que uma solucéo para todo o t é e* uma vez que (e'“) =ke", ou mais geralmente,
y(t)=ce" com uma qualquer constante ¢ porque Y'(t)=cke" =ky(t). Uma vez que cé

arbitraria, y(t): ce’ é uma solucéo geral de dy_ ky por definicéo.

dt
O terceiro passo consiste na determinacdo de uma solucdo particular para uma condicao inicial.
Uma vez que este processo se comporta de forma unica e, sendo assim, a solucao particular a

obter deve ser Unica. A quantidade de substancia num determinado momento t dependera da

quantidade inicial y=2 gramas no momento t=0, ou y(0)=2, a que chamamos condicéo
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inicial e é usada para encontrarmos c: y(0)=ce**=ce’=2<c=2. Com c=2 temos a

solugdo particular y(t)=2e". Assim, a quantidade de substancia radioactiva decresce

exponencialmente com o tempo, 0 que esta de acordo com as experiéncias.

O Jltimo passo consiste na verificagdo. Da Ultima equacdo vem %sze“:ky e

y(0)= 2e° = 2. Entfo, a funcéo y(t)= 2e! satisfaz a equacio %: ky bem como a condigéo

inicial y(0)= 2. Este passo é extremamente importante porque nos mostra se a fungéo é ou nao

solucgéo do problema.

Uma equacdo diferencial com uma condicdo inicial, como no exemplo anterior, é chamada um
problema de valor inicial. Com x como varidvel independente — em vez de t - tem a forma
y'=f(x,y), y(x,)=Y, onde x, e y, sdo valores dados. (No exemplo anterior x,=t,=0 e
¥, = y(0)=2.) A condico inicial y(x,)=y, € utilizada para determinar um valor de ¢ na

solucéo geral.

Exemplo 4.15:

Encontre a curva que passa pelo ponto (1,1) no plano xy que tem em cada um dos seus pontos o

declive —y/x.

Resolucéo:

A funcdo que nos da a curva desejada tem que ser uma solucdo da equacdo diferencial y’' = Y
X

Veremos mais tarde como resolver tal equagéo. Entretanto podemos verificar que a solugdo geral

de y' = Y y = . Se esta for a solucédo entdo devemos ter y =1 quando x =1. Esta condic¢éo

X X

inicial y(l) =1 permite obter ¢ =1 e como resposta a solucéo particular y =1/x.
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4.5.2. Equagdes diferenciais lineares

Exemplo 4.16:
O tanque na figura contém 200 gal de 4gua na qual estdo dissolvidos 40 Ib de sal. 5 gal de agua

salgada contendo 2 Ib de sal dissolvido, entram no tanque por minuto e a mistura, mantida

uniforme por agitacdo sai do tanque a mesma velocidade. Encontre a quantidade de sal y(t) no

tanque em qualquer momento t.

/-—\i
/——\/-\
—_——

Resolucéo:

1° passo —

Modelagdo matemética: a taxa de alteragdo y’'=dy/dt de y(t) iguala o fluido de entrada
5x2 =10 (Ib/min) de sal menos o fluido de saida.

O fluido de saida (Ib/min) é (5/200)x y(t) = 0,025y(t) porque y(t) ¢ a quantidade total de sal no
tanque e 5 gal/200 gal ¢é a fraccdo de volume que sai por minuto. Alternativamente, y(t) éa
guantidade total de sal, entéo y(t)/ 200 é a quantidade de sal por galdo, e 5 gal/min saem. Assim

o modelo é y’ =10-0,025y,, isto &, o problema de valor inicial: y’'+ 0,025y =10, y(0)=40.
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2° passo —
Resolucdo da equacéo:
em y(x)=¢e™" Ue“rdx + cJ com t em vez de x, temos p=0,025, h=0,025t, r =10 e teremos

10

ae ua éo eral t :e70,025t e0,025t 10dt+C :e70’025t
auaco geral ¥ [ | {0,025

et 4 c} = ce %" +400.

A condicéo inicial y(O): c+400 =40 origina ¢ =-360 e como resposta a solugdo particular

y(t) = 400 —360e ***" (Ib).
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